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திரு. இரா. நெடுஞ்செழிய்‌ ப்‌ 

(தமிழகக்‌ கல்வி அமைச்ச J 

தமிழைக்‌ கல்லூரிக்‌ கல்விமொழியாக na LP Repair 
ஆண்டுகள்‌ ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில்‌ பி.ஏ. 
வகுப்பு மாணவர்கள்‌ தங்கள்‌ பாடங்கள்‌ அனைத்தையும்‌ தமிழிலேயே 
கற்றுவந்தனர்‌. 1968ஆம்‌ ஆண்டின்‌ தொடக்கத்தில்‌ புகுமுக வகுப்‌ 
பிலும்‌ (P.U.C.), 1969ஆம்‌ ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்பு 
களிலும்‌ அறிவியல்‌ பாடங்களையும்‌ தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு 
செய்துள்ளோம்‌. தமிழிலேயே கற்பிப்போம்‌ என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின்‌ ஊக்கம்‌, பிற பல துறைகளிலும்‌ தொண்டு 
செய்வோர்‌ இதற்கெனத்‌ தந்த உழைப்பு, தங்கள்‌ சிறப்புத்‌ துறைகளில்‌ 
நூல்கள்‌ எழுதித்‌ தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள்‌ தொண்டுணர்ச்சி 
இவற்றின்‌ காரணமாக இத்‌ திட்டம்‌ நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும்‌ மன. 
்‌.. நிறைவும்‌ தரத்தக்க வகையில்‌ நடைபெற்று வருகிறது. இவ்‌ வகையில்‌, 
கல்லூரிப்‌ பேராசிரியர்கள்‌ கலை, அறிவியல்‌ பாடங்களை மாணவர்க்குத்‌ 
தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத்‌ தேவையான பயிற்சியைப்‌ பெறு 
“வதற்கு மதுரைப்‌ பல்கலைக்கழகம்‌ ஆண்டுதோறும்‌ எடுத்துவரும்‌ 
பெருமுயற்சியைக்‌ குறிப்பிட்டுச்‌ சொல்ல வேண்டும்‌. : 

பல துறைகளில்‌ பணிபுரியும்‌ . பேராசிரியர்கள்‌ எத்தனையோ. 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய . காலத்தில்‌ அரிய முறையில்‌ 
நூல்கள்‌ எழுதித்‌ தந்துள்ளனர்‌. 
வரலாறு, அரசியல்‌, உளவியல்‌, பொருளாதாரம்‌, தத்துவம்‌, 
்‌ புவியியல்‌, புவியமைப்பியல்‌, மனையியல்‌, கணிதம்‌, இயற்பியல்‌, 
வேதியியல்‌, உயிரியல்‌, ' வானியல்‌, . புள்ளியியல்‌, விலங்கியல்‌, 
தாவரவியல்‌, பொறியியல்‌ ஆகிய எல்லாத்‌ துறைகளிலும்‌ தனி 
. நூல்கள்‌, மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள்‌ என்ற இருவகையிலும்‌ தமிழ்‌ 
நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனம்‌ வெளியிட்டு வருகிறது. - 

இவற்றுள்‌ ஒன்றான * சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ * என்ற — 
இந்‌ நூல்‌ தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனத்தின்‌ 599ஆவது 
வெளியீடாகும்‌. கல்லூரித்‌ தமிழ்க்குழுவின்‌ . சார்பில்‌. வெளியான 
35 நூல்களையும்‌ சேர்த்து இதுவரை 634 நூல்கள்‌ வெளிவந்துள்ளன. 
இந்‌ நூல்‌ மைய அரசு கல்வி, சமூக நல அமைச்சகத்தின்‌ மாநில 
மொழியில்‌ பல்கலைக்‌ கழக நூல்கள்‌ வெளியிடும்‌ கிட்டத்தின்கீழ்‌ 
வெளியிடப்படுகிறது. 

உழைப்பின்‌ . வாரா உறுதிகள்‌ இல்லை ; கின்‌ உழைத்து 
வெற்றி காண்போம்‌. 'தமிழைப்‌ பயிலும்‌ மாணவர்கள்‌ உலக 


‘a பண்ட்‌ Mo 
= met: மற்‌ ஸி 


மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம்‌ பெறவேண்டும்‌. அதுவே — 


தமிழன்னையின்‌ குறிக்கோளுமாகும்‌. தமிழ்நாட்டுப்‌ பல்கலைக்‌ 
கழகங்களின்‌ பல்வகை உ தவிகளுக்கும்‌ ஒத்துழைப்புக்கும்‌ தம்‌ 
மனம்‌ கலந்த eae SUPT O>: 
இரா. நெடுஞ்செழியன்‌ 
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j தக்கல்‌ ee ae சார்பலன்கள்‌ 


(Functions of a Complex Variable) 


1.1. சிக்கல்‌ ண்கள்‌ (Coes Numbers). 

a, ரி என்பவைகள்‌ மெய்‌ எண்களாகவும்‌ i= +y —1 என்றும்‌ 
. கொண்டு ௨-44 என்ற வடிவிலுள்ள எண்களைச்‌ சிக்கல்‌ எண்‌ 
களென்போம்‌. இங்கு 2 என்பதைச்‌ சிக்கல்‌ எண்ணின்‌ மெய்ப்‌ பகுதி 


. (real part) என்றும்‌, 8 என்பதை மெய்யிலாப்‌ பகுதி ன்‌ பட்ட 
part). என்றும்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 


இயற்கணிதச்‌ சமன்பாடுகளைப்‌. பற்றிப்‌ படிக்கும்போது, சிக்கல்‌ 
எண்களின்‌ அவசியத்தைக்‌ கண்டோம்‌. உதாரணமாக, 1-0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ 1, -1 என்பது தெளிவு, ஆனால்‌ 
10 என்ற சமன்பாட்டிற்கு மெய்யான மூலங்கள்‌. கிடையா, 
48-10 என்ற சமன்பாட்டின்‌ மெய்யான. மூலம்‌ £1 ஒன்றுதான்‌. 
சமன்பாடுகளின்‌  படிகளுக்கும்‌ .. அவைகளின்‌ மூலங்களின்‌ _- 
எண்ணிக்கைக்குமிடையே ஒரு தொடர்பு உண்டாக்க வேண்டின்‌, 


சிக்கல்‌ எண்களின்‌ உதவியை நாட வேண்டியிருக்கிறது. அப்படிக்‌ . 


"கொண்டு, ‘n’ படிச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு n? மூலங்கள்‌ (மெய்யானவை 
யாகவோ, பிக வா) உண்டு எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


api p என்ற. சிக்கல்‌ எண்ணை (௨, 8) என்ற வரிசைப்படுத்திய 
மெய்‌. எண்களாலான வெக்டார்‌.. எனவும்‌ கருதலாம்‌. ஆகவே . 

x என்ற மெய்‌ எண்ணை (x, 0) என்ற வெக்டாராகவும்‌ £1? என்ற 
்‌ மெய்யிலா எண்ணை (0, 1) என்ற வெக்டாராகவும்‌ i 


1-2. தன்மைகள்‌ 


(1) சிக்கல்‌ எண்கள்‌ இரண்டின்‌ மெய்ப்‌ பகுதிகளும்‌, மெய்யிலாப்‌ 
பகுதிகளும்‌ சமமாயிருந்தால்‌ ஒழிய, அவை இரண்டும்‌ சமம்‌ எனக்‌ 
கூற இயலாது. . 


* 
2 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


x-Hip=x +i y! என்றால்‌ x =a என்றும்‌, றற! என்றும்‌ இருந்து 
ஆக வேண்டும்‌. 

சிக்கல்‌ எண்களிடையே, ஒன்றை மற்றொன்றைவிடப்‌ பெரியது 
அல்லது சிறியது என்று கூறுவது இயலாது. இரு சிக்கல்‌ எண்கள்‌ 
சமமென்றோ, சமமற்றவையென்றோதான்‌ கூற இயலும்‌. 

(2) z=x+iy என்று சிக்கல்‌ எண்ணைக்‌ குறித்தால்‌, அதன்‌ 
மட்டு (modulus) என்பதை | z | N22 என்று வரையறுக்‌ 
கலாம்‌. ` 


| g | =0 என்றால்‌, x=0, y=0 என்றுதான்‌ இருக்கவேண்டும்‌. 


(3) (a) z =x +i y =(%, 9) 
z =x Fip = (x ற!) என்று இரு எண்களின்‌ கூட்டுத்‌ 
தொகையைக்‌ (sum) கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கலாம்‌. 
gtg = (atati OT) 
=[(x+x') O+y')] 


குறிப்பு: சிக்கல்‌ எண்களின்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ வரையறை, 
வெக்டார்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ வரையறையைப்போல்‌ இருப்பதை 
நோக்கவும்‌. 


(b) A z= xti Ay 
=(A x, Ay) என்று சிக்கல்‌ எண்ணை மெய்‌ எண்‌ 
ope . பெருக்கும்போது உண்டாகும்‌ தொகையை மேற்‌ 
கண்டவாறு வரையறுக்கலாம்‌, : 
fo: ZR திய தக (த வ) 
தி ERS) 
-(௧9)[-(227)] 
ole) பட க்ளா ல ந 
=(x—x', 9-9") 
o = (=a) +i ற) 


(c) (3) + (7) 
= (xa! —yy!, xy! bya!) 
று) ரர்‌ தேர) 


என்று வரையறுக்கலாம்‌. . 
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(0) மேற்கண்ட வரையறைகளிலிருந்து கீழ்க்கண்ட விதிகளைச்‌ 
சுலபமாகக்‌ காணலாம்‌. | 


te =a Le (கூட்டல்‌ பரிமாற்று விதி) 


a+ (2' +2") = (21௮) +2" 
ப ட அதல்‌ சபர்‌ (சேர்ப்பு விதி) 
KR =z (பெருக்கல்‌ பரிமாற்று விதி) 
Be (8:27) = (zz!) z" . - (பெருக்கல்‌ சேர்ப்பு விதி) 
(+2) e" = t R" | (பரவு விதி). 


[e+ (2'2")]= (9) + [xl x ply", எரா ற] 
=[( ax" றற றா yyy a") 
| (ac! "Hax" பதற yy! y")] 
(22) +g" =[ (xa! — yy"), (ம! பு] Le", ரா] 
= [ (aa! x" — ஹஹ! p"— றற) 
(xi! 9" — yy" 9" ர! + x! x” y)] 
BZ) = (ez!) - 2" என்பது தெளிவு. 
(2+2') -2"=[(a-ba'), (pty')] ற. 
=R (æ) x" நு) 93, 
(eta!) oy +y") 2] 
=a” yy") + (a! எட்டு, 
(KIL!) E(x! "Ap ஞு] 
SL சிறு), eo" by ey] 
i + E(x! Km ty"), (a! ற்ற! x") ] 
[8 2" +2! 2" ] என்று நிரூபிக்கலாம்‌, 
குறிப்பு 1: மேற்கண்ட விதிகளுக்குச்‌ சிக்கல்‌ எண்கள்‌ உட்படும்‌ 
போது, சிக்கல்‌ எண்கள்‌, மெய்‌ எண்களின்‌ இயற்கணித அடிப்படை : 
விதிகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டிருப்பதைக்‌ காணலாம்‌. | 
குறிப்பு 2: வகுத்தல்‌ விதி: 2௨2 என்ற சமன்பாட்டை 
நோக்குக, : | தல்‌ அ றம்‌ 
ச (௨9) Z =(E, 1): - Z'=(x', y) என்று . கொண்டால்‌, 
பெருக்கல்‌ விதியின்‌ படி ' ` 


=x சீற ர | 
ப ஆற nts È என்றாகும்‌. 
ச்‌ DI be x! 
ary x+y? 
த தத்‌ a 


என்பது தெளிவு. 


4 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


ஆனால்‌, y= | & | 240 என்றிருக்க வேண்டும்‌. |z | =0 
என்றால்‌, Z 42! என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒரே ஒரு மூலம்‌ என்பது 
கிடையாது. 


1-3. இணைச்‌ சிக்கலெண்‌ (Conjugate Complex Number) 
வரையறை : 
=x+iy என்ற சிக்கல்‌ எண்ணக்‌ குறித்தால்‌, «=f (2), 
pel ta என்று எழுதலாம்‌. அதாவது உன்‌ மெய்ப்‌ பகுதி x என்றும்‌, 
மெய்யிலாப்‌ பகுதி 2 என்றும்‌ கருதுவோம்‌. உன்‌ இணைச்‌ சிக்க. . 
லெண்ணை உர. என்று வரையறுப்போம்‌. - 
எனவே, Zıt ஆ என்ற சிக்கலெண்ணின்‌ இணைச்‌ சிக்கலெண்‌ 
T zi. Za என்ற எண்ணின்‌ இணைச்‌ கனகர்‌ 
Za என்பதும்‌ தெளிவு. 
அதாவது, ata க 


ணை கணண 


Z1" OET = “Za 


“மேலும்‌, z (தற) + = 
(5) 0)... 


eel z: a ர 


தேற்றம்‌: 
இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ பெருக்குத்‌ கையின்‌: மட்டு, 
அவைகளின்‌ மட்டுகளின்‌ பெருக்குத்‌ தடட சமம்‌. 
[la TELETA 2’ PE Za 
a (ent za) 
= gl - | 29 | A 
ela | = ch CIR | 2a | 


- ஆனால்‌. சிக்கல்‌ எண்ணின்‌ மட்டு எப்போதும்‌ குறை (negative) 
eee இருப்பதில்லையாதலால்‌ l 


areal A lal: lel 
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"தேற்றம்‌: | 
இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ மட்டு, 
அவைகளின்‌ வ்கி கூட்டுத்‌ தொகையைவிட அதிகமாக 
முடியாது. 
| zitza | °= (19) + ( (are) 
= (௨௮) « (2142) 
=a சர்‌ மே ஆட போட Za 
142254] ௧173 
la? 421: | t [ஆ | 3. 
[21 [3 +2 [ale | za] + [2]? 
[lal +l 
n | Zita] < far] + | za]. 


|] 


A 


॥ 


குறிப்பு: அதேபோல்‌ | ௮-௨ | > டா 
ஏனெனின்‌ | £129 | 2 = | 24 | 2—2 R (27 Za) -+ | Za |? 
| = Pa [3—2 | zi za [4 [ea [3 
[lal el? 


[| > (1 வ-1௮1)1. 
1 4. சிக்கலெண்ணை | ல்‌ முறையில்‌ குறிப்பிடுதல்‌ 


பஷ = y என்றும்‌, y cos je Ky sin ரர danic eii 
9-வையும்‌ குறித்தால்‌ P (x, 9) என்ற புள்ளியின்‌, ஆதியிலிருந்துள்ள . 
தூரத்தை 7-யென்றும்‌, OP என்னும்‌ கோடு, OX என்னும்‌ கோட்‌ 
டுடன்‌ உண்டாகும்‌ கோணத்தை ஏ என்றும்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 
[இங்கு OX, OY என்று இரு செங்குத்து அச்சுகளை எடுத்துக்‌. 
கொண்டு P(x,y) என்ற புள்ளியை அதன்‌ அச்சுத்‌ தூரத்தைக்‌ 
கொண்டு குறிப்பதாகக்‌ கொள்க.] அப்போது (x,y) என்பது ஒ-ன்‌ 
கார்டீசியன்‌ அச்சுத்‌ தூரங்களாகவும்‌, (y, 9) என்பது கோண அச்சுத்‌ 
தூரங்களாகவும்‌ கொள்ளலாம்‌. - எனவே, Z= 444 என்ற. சிக்க. 
"“லெண்ணை (x, y) என்ற அச்சுத்‌ தூரங்களைக்‌ கொண்ட ஒரு புள்ளி 
யாகக்‌ கொள்வது. ஒரு முறையாகும்‌. அம்முறையை ஆர்கண்ட்‌ 
(Argand) வரைபட முறை என அழைப்போம்‌. இம்‌ முறையில்‌ 03ஐ. / 


மெய்‌ i படு OTe 6 மெய்யிலா ன்‌ நிவா, இங்குக்‌. - a 


6 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


கண்டுள்ள ₹ரி*வை கோண வீச்சம்‌ (argument) எனக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. 


000, 


படம்‌ 1 


இம்‌ முறையின்‌ மூலம்‌, சிக்கலெண்களின்‌ கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌ 
| இவைகளை எப்படிக்‌ குறிப்பிடுவதென்பதை ஆராய்வோம்‌. . 


p, 


P 
(as Ja) 


POG, YD 


படம்‌ 2. 


1.4.1. P, P, என்ற புள்ளிகள்‌ ௮ ன ர்க வரு Za (= 0 
என்ற இரு வெனக்‌ க கொள்க, 


: எண்ட்‌ OM; = = 1s Mı P= 
I OM = x, Mz Po=% என்றாகும்‌. 
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அ என்ற எண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடிக்க, 
0ஆக்குச்‌ சமமாகவும்‌, இணையாகவும்‌, Py வழியாக 2; 2; என்ற 
கோட்டை வரைக. 

09785 “17 M3 ரர என்பதை இலேசில்‌ அறியலாம்‌. 
அதாவது Pg (உ 2119௨) என்ற புள்ளி z= (ata) +i (911-92) 
என்ற Zis ஆ களின்‌ கூட்டுத்தொகையைக்‌ குறிக்கும்‌. 
1.4.2. 21, 29 என்ற சிக்கலெண்களை Py (Yis 91); Pa (Yas 02) என்ற 
புள்ளிகளால்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொள்க. 


படம்‌ 3 


41 * உ என்‌ ற சிக்கலெண்‌ குறிக்கும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

மெய்‌ அச்சில்‌ OA=1 அலகு இருக்கும்படி A என்ற புள்ளியை 
எடுத்துக்கொள்க. OAP, என்ற முக்கோணத்திற்கு வடி 
-வொத்ததாக அமையும்படி, 0/,.ன்‌ மேல்‌ OPPs என்ற 
முக்கோணம்‌ வரைக. 2; என்ற புள்ளி z. ஆ என்ற எண்ணைக்‌ 
குறிக்கும்‌. ae “es. 


OP, i oP, 
OP, OA 


OPs = மக்க Va 
[| XOP = | XOP; + | P,OP; 
= [203 | XOP, 
=f 


எனவே, 21 * 2 என்ற சிக்கலெண்ணின்‌ மட்டு 21, ஆ. என்ற எண்‌ 
களின்‌ மட்டுகளின்‌ பெருக்குத்‌ தொகையாகவும்‌, அதன்‌ கோண 


g சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
வீச்சம்‌, Zis ஆ என்ற எண்களின்‌ கோண வீச்சங்களின்‌ கூட்டுத்‌ 
தொகையாகவும்‌ இருப்பதைக்‌ காண்க. 
அதாவது, | 81: Za | = | zr] + leal 
கோ. வீ. (21 + 2a) =Gar. வீ. ே-ட்கோ. வீ. (22) ஈ 
1-4-3. இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ ஈவு 
y= Mbt றப y (cos fabi sin 1) 
Za = Xg -Hi Yo= 7g (cos fai sin ba) 
2970 என்றிருந்தால்‌, | i 
Z1 _ ¥1 , COS fi+i sin 64 , cos fo—2 sin Ay 
“Za a cos Po+2 sin fa 008 Fg—isin நிர 
YL : [cos (04—8g)-i sin (@1—82)] 
Yq 0083 ĝa + sin? fa 


=<" [eos (01—02)-+i sin (01—82)] 


அதாவது, ஐ, ஆல்‌ வகுத்தால்‌, ஒட என்ற அன்‌ மட்டு Ya 
என்ற ன்‌ மட்டால்‌ வகுபடுகிறது. ஆனால்‌, ன்‌ கோணவீச்சம்‌ 
2 


Gy என்ற ன்‌ கோண வீச்சுக்கும்‌ ட என்ற. ன்‌ கோண வீச்சுக்கு 
முள்ள வித்தியாசமேயாகும்‌. 


ஆர்கண்ட்‌ வரைபட முறைப்படி இதைக்‌ கவனிப்போம்‌. 


படம்‌ 4o 


ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ Zu Za என்ற “இரு சிக்கலெண்களை Py 
என்ற. புள்ளிகள்‌ குறிக்கட்டும்‌. OX என்ற மெய்‌ அச்சின்மேல்‌ 4 
 என்றபுள்ளி 1 என்ற மெய்யெண்ணைக்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொள்வோம்‌. 

ர. உர Gen asta - eae மேல்‌. "ORA என்ற ட்‌ 
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முக்கோணம்‌ வரைக. அப்போது R என்ற புள்ளி லு என்ற 
சிக்கலெண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌. 


oR _ oP 
04 00 
| ORa வண்டல்‌ சன்னல்‌ 5 
= yo ya 


| AOR = | QOP . | XOP | XOP__—xOQ. 
| ஒற்‌) பற்ற 


1-5. ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ புள்ளிகளின்‌ தொகுதி 

- ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தின்‌ மூலம்‌, சிக்கலெண்களைப்‌ . புள்ளி 
களாகக்‌ கொள்வதைப்பற்றிக்‌ கண்டோம்‌. இந்த வரைபடத்தின்‌ - 
உதவி கொண்டு, சிக்கலெண்களுக்கே உரித்தான சில ப்ப 
Sinus வரையறைகளையும்‌ ஆராய்வோம்‌. ( 


1-6. புள்ளிகளின்‌ கணம்‌ 


ஆர்கண்ட்‌ வரைபடம்‌ கார்டீசியன்‌ அச்சுகளைக்கொண்ட ' 
இருபரிமாண விளக்கப்‌ படமேயாகும்‌. இங்கு (x,y) என்ற புள்ளியை 
& (= x+i JI) என்ற சிக்கலெண்ணால்‌ குறிக்கிறோம்‌. ஆனால்‌ Z 


என்பது (0, 0) என்ற ஆதி புள்ளியைக்‌ குறிக்கும்போது z = என்ற 


“புள்ளி கந்தழியிலுள்ள வெளியைக்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொண்டு அந்தப்‌. : . 


புள்ளியைக்‌ கந்தழிப்‌ புள்ளியென்று கொள்வோம்‌. 2 புள்ளி பரவி 
நிற்கும்‌ தளத்தை தளம்‌ என்போம்‌. கந்தழிப்‌ புள்ளியைத்‌ தவிர்த்து 
மற்றவெல்லாப்‌. புள்ளிகளையும்‌ கொண்ட . கணத்தை ணன்‌. 
முழுமை . தளம்‌ (whole plane) என்றும்‌, கந்தழிப்‌ . புள்ளியைச்‌ 

- சேர்த்த கணத்தை உன்‌ Aneng o plane) என்றும்‌ 
Se தக 


1.6.1. ஆர்கண்ட்‌ வல்ரபட் த்தில்‌ Zo என்ற புள்ளியின்‌ சுற்று o 
வட்டாரம்‌ (Neighbourhood): 


2 என்ற புள்ளியின்‌... சுற்று வட்டாரம்‌ என்பது . | 2-20 | <e 
[220] என்ற சமமின்மைக்குக்‌ கட்டுப்பட்ட புள்ளிகள்‌ $Z? என்பவை 
களின்‌ கணம்‌ (set) ஆகும்‌.. இங்கு ட கான்‌ ன்‌, பஸ்ல ்‌ 
OS வட்ட 55 கொள்ளலாம்‌. 


10 | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


1-6-2. s என்ற புள்ளிகளின்‌ கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி (Limit 
Point) 
s என்ற கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி ர என்று கொண்டால்‌, 
0-ன்‌ ஒவ்வொரு சுற்று வட்டாரத்திலும்‌, 5 கணத்தின்‌ "புள்ளி 
ஒன்றாவது, அதைத்‌ தவிர்த்து இருக்கவேண்டும்‌. 


குறிப்பு 1: சுற்று வட்டாரத்தில்‌ ஒரு புள்ளியிருக்கவேண்டு 
மென்ற நிபந்தனையின்‌ மூலம்‌, கந்தழி எண்‌ புள்ளிகள்‌ உள்ளன 
என்பது தெளிவு. 


குறிப்பு 2: s கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி கணத்தின்‌ உறுப்பாக 
- இருக்கவேண்டுமென்பதில்லை. ஆனால்‌, கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு 
வரம்புப்‌ புள்ளியும்‌ கணத்தின்‌ உறுப்பாகக்‌ கொண்டால்‌, கணத்தை 
மூடு கணம்‌ (closed set) என்போம்‌. ai 


வரம்புப்‌ புள்ளியின்‌ ஏதாவதொரு சுற்று வட்டாரத்திலுள்ள 
புள்ளிகள்‌ எல்லாம்‌ s கணத்தின்‌ உறுப்புகளென்றால்‌, வரம்புப்‌ 
புள்ளியை உள்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி (interior point) என்போம்‌. உள்‌. 
வரம்புப்‌ புள்‌ வியில்லாத வரம்புப்‌ புள்ளியை எல்லைப்‌ புள்ளி (boundary 
point) என்போம்‌, o | 


குறிப்பு : மேற்கண்ட வரையறையிலிருந்து கணம்‌, மூடிய கண 

_ மாகவோ திறந்த கணமாகவோ அன்றி வேறு விதமாகவோ இருக்கலா 
மென்பது குறிப்பிடத்தக்கது. உதாரணமாக. |g] <| என்று 

_ அமையும்‌ எல்லாப்‌ புள்ளிகளையும்‌ z= 1 என்ற புள்ளியையும்‌ சேர்த்த 
| கணம்‌ மூடு கணமுமன்று ; திறந்த கணமுமன்று. ட தட்‌ 


. 1-7. ஜோர்டான்‌ வளைகோடு (Jordan Curve) 
ast < ம்‌ என்றமையும்‌ மெய்மாறி E’ ஆல்‌ ஆன தொடர்ச்சி 
_ பான சார்புகள்‌ இரண்டை p (i), P (t) என்று கொள்க. x=9 (t), 
2-3 (i), ast<d என்று ஈயும்‌ y ஐயும்‌ வரையறுக்க, அப்போது 
கார்டீசியன்‌ தளத்தில்‌ (x,y) என்ற புள்ளி ஒரு வளைகோட்டை 
. நிர்ணயிக்கும்‌. அங்கு t என்ற மாறி உக்கும்‌ ச.க்குமிடையே இருக்க 
வேண்டும்‌. z=xt+iy என்று கொண்டால்‌, ஆர்கண்ட்‌ டவரை 
படத்தில்‌ 4 ஒரு தொடர்ச்சியான. வளைகோட்டை நிர்ணயிக்கும்‌. 
இந்த வளைகோட்டை ஜோர்டான்‌ வளைகோடு எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 
இந்த வளைகோட்டில்‌ மடங்குப்‌ புள்ளிகள்‌ (multiple points) இல்லை. 
யென்றால்‌, இதைச்‌ சாதாரண ஜோர்டான்‌ வளைகோடு என்போம்‌. 
t=a,t=b என்று “/ மதிப்புகள்‌ கொள்ளும்போது &.க்கு, ஒரே ஒரு 
மதிப்பு இருந்தால்‌, வளைகோட்டை, மூடிய சாதாரண ஜோர்டான்‌ ' 
வளைகோடு எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. EET, க்‌ 
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.. (£) என்ற கணத்திலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளும்‌ |g | <K என்ற 
நிபந்தனைக்குட்பட்டிருந்தால்‌, அந்தக்‌ கணத்தை வரம்புடையது 
(bounded) என்றும்‌, அப்படி நிபந்தனைக்குட்படக்கூடிய & என்ற 
ஓர்‌. எண்ணும்‌ . இல்லையென்றால்‌ கணம்‌ வரம்பில்லாததென்றும்‌ 
கொள்ளுவோம்‌. | 


1-8. அரங்கம்‌ (Domain) 

| ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்திலுள்ள புள்ளிகளின்‌ கணத்திலுள்ள 
புள்ளிகளின்‌ கோடி ஒவ்வொன்றும்‌, பல்கோண வில்லினால்‌ (polygon 
arc) சேர்க்க முடிந்தால்‌, அந்தக்‌ கணத்தைக்‌ கோனேக்ஸ்‌ (Connex) 
- என்போம்‌. பல்கோண வில்‌ கணத்தின்‌ புள்ளிகளில்லாததாக 
இருக்கவேண்டுமென்பது நோக்கத்தக்கது. திறந்த கோனேக்ஸ்‌ . 
புள்ளிகளின்‌ கணத்தை திறந்த அரங்க மென்‌ போம்‌. வரம்புப்‌ புள்ளி. 
களையும்‌ சேர்ந்த திறந்த அரங்கை மூடிய அரங்க மென்போம்‌. 


1-8-1. ஜோர்டான்‌ வளைகோட்டுத்‌ தேற்றம்‌ 


மூடிய சாதாரண ஜோர்டான்‌ வளைகோடு Z- தளத்தை, வளை 
கோட்டைப்‌ பொது வரம்பாகக்‌ கொண்டு இரு திறந்த அரங்கங்‌ 
களாகப்‌ பிரிக்கிறது. இதில்‌ ஓர்‌ அரங்கம்‌ வரம்புடையதெனின்‌ அதை 
அகத்துள்ள (interior) அரங்கமென்போம்‌. . வரம்பில்லாத மற்ற : 
அரங்கம்‌ புறத்துள்ள அரங்கமாகும்‌. உதாரணமாக |z| =R 
என்ற வட்ட வளைகோடு | | <௩ என்ற அகத்துள்ள அரங்கத்தை 
யும்‌, | z| >R என்ற புறத்துள்ள அரங்கத்தையும்‌ நிர்ணயிக்கிறது 
என்பது நோக்கத்தக்கது.. 


"மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ 


(1): [fema 124 ge நத வ்‌ | fa Be 
என நிறுவுக. | 


| இதிலிருந்து 
| கரைத்‌] ப] வைத] ௧ = [one | ree 
என நிறுவுக, 


கறுவல்‌ : பாகம்‌ 1 
1-7 | 2௮ (Geen FRAT hah , 
lA | = (fife) A+A) =f ft Pt Ft T 


|A-Sa ட்‌ 4171-2 | 3-2 தனக அ] 
3 =2[|Al? 113]. 


நிறுவல்‌ : பாகம்‌ 2 
[1e VAE] 4] உடை 
= | e4 fea | 0 | உட த 242 | ot OB | 
|| 
=2[|e|2+ 14-75) 842] ot (08— A) | 
=2 |æ |342 | 23—83 | 42] 815 
=2 [12194 k ana 1 ef] 
=[ கதி |3 + {2+8 |'J+2 | உத] | +8 | 
pee ld 
n [ep yoi—pi| + [e/g] = Jorg] + leg 
(QSL (f)= “தக்‌ (7250), z (0)-0 என்றால்‌, - | 
வேறெந்த வழியில்‌ அல்லாமல்‌ ஏதாவது. ஓர்‌ ஆரைத்‌. 1 
(radius vector) வழி, . 


F > 0 எனில்‌ “00-26 =f (0). _ 0 என நிறுவுக. 
விடை; J= m x என்ற ட திசையி வழி ரீ - 0 என்க. 


lim f(f)-—f (0) lim [ர (y—i 4) | 1] 
அப்போது, 720 த... நீ0 | PETE T F 


lim [2 க, ௮ 


“201 அஹ கற 
cs (ஏனெனில்‌, aoa 
ணி lim — க 
lim ர வெர்‌ m xt ட l ea 
“த Papa (2-4) 
lim —i mx 


I =, 0. Em =0. 
z= =i என்ற வளைகோட்டு வழி f > 0 என்க. ச 
அப்போது, அட்டு (0) கட்ட [அட + | 
$ 3 5 ட போ்‌ 
“fe டா அத்‌ ள்‌ ணக sh 
“foo அன ஜான (சானி 
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lim ஜவர x 


“720 Dati a) 


_ lim நிலத்‌, 
_ ரீ௮0 2 (11-24) 
lim x—1 


~ > 0 2 (IFs) 


at ம Š 
TS இது பூஜ்யமன்று. 


பயிற்சி 1 
1. filass என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாகக்‌ கொண்ட முக்கோணத்தின்‌ 
செங்குத்து மையத்தையும்‌, சுற்று மையத்தையும்‌ காண்க. . 
த்‌ T [3 = மாறிலி, தட = மாறிலி என்பவை கபா 
orl gar | ன ணக தது ராவார்‌ 
© களென ல்‌ i l 


ப Saif, என்பவை ஒரே பரிதிப்‌ புள்ளிகளென நிறுவுக. 22435; - 
=o 3 i, 2g4—V 31, 2534-27. l 


4. படபட Ja என்ற புள்ளிகளை. உச்சிகளாகவுடைய முக்கோணத்தின்‌. 
பரப்பைக்‌ காண்க. [z 5a “ச்ட்‌ Za= Gabby i, Z= +b i என்று கொள்க.] 


5. கணக்கு (4): ல்‌ உள்ள முக்கோணம்‌ சமபக்க முக்கோணமாக வேண்டின்‌ 


fotfetfeah fatha நப fi. என்ற நிபந்தனை உண்மையாக இருக்க. 
வேண்டுமென நிறுவுக. 


2. இக்கல்‌. எண்ணின்‌ சார்பலன்கள்‌ 
(தொடர்ச்சி) 


z (=x+iy); w (=u-+i0) என்று. இரு . சிக்கலெண்களை 
எடுத்துக்‌ கொள்க. D என்ற அரங்கத்தில்‌. &.ன்‌ ஓவ்வொரு 
மதிப்புக்கும்‌, D' என்ற அரங்கத்தில்‌ மக்கு ஒரு மதிப்பு இருத்தல்‌ 

- வேண்டும்‌. அப்போது வை உன்‌ சார்பலன்‌, w=f(Z) என்று 
கூறுவோம்‌. wae i 
2-1: தொடர்ச்சி 

e > 0 என்ற ஓர்‌ எண்‌ கொடுக்கப்பட்டால்‌, "அதற்கேற்ப 
டது Zol < 8 என்றபடி 8 அமைய வேண்டும்‌. | z— —Z |< 6 
என்ற சமமின்மை சரி செய்யும்‌ D அரங்கத்திலுள்ள 2 எண்கள்‌ 


யாவும்‌ | 7 (z)—f (zo) | <e என்றபடி இருந்தால்‌ ஆ என்ற. வல்‌ 
7) தொடர்ச்சியாக வுள்ளதென்று கொள்வோம்‌. l 


குறிப்பு : Ô என்ற எண்‌, ௪ என்பதைப்‌ பொறுத்தும்‌, 2 என்ற 
புள்ளியைப்‌ பொறுத்தும்‌ அமையுமென்பதை நோக்குக. ஆனால்‌, . 
Zog? சாராமல்‌, e ஐ மட்டும்‌ பொறுத்து êle) அமைந்தால்‌, /(2)-ண்‌ 
தொடர்ச்சியை D அரங்கத்தில்‌. ஒரே eda eee oe 
continuity) என்போம்‌. 


2.2, வகையிடத்தக்கமை (Differentiability) . 


Zo என்ற புள்ளியில்‌, ரீ) வகையிடத்தக்கதாக அமைய 
. வேண்டின்‌ f(z) ஒரு மதிப்புள்ள சார்பலனாக வேண்டும்‌. அதாவது, 
D அரங்கத்திலுள்ள zr ஒவ்வொரு கும்‌ D' அரங்கத்தில்‌, 


ம.க்கு ஒரு மதிப்புதான்‌ இருக்கவேண்டும்‌. 
"வரையறை : 4% என்றாகும்போது, ப்லே என்‌ பது 
0 
ஒரே ஒரு வரம்பை E ATena வேண்டும்‌. அப்போது 


சிக்கல்‌ எண்ணின்‌. சார்பலன்கள்‌--தொடர்ச்சி  : 15 


D அரங்கத்திலுள்ள Zo என்ற புள்ளியில்‌ /ீ (2) என்ற ஒரு மதிப்புள்ள 
சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கமையுடையதென்போம்‌. மேலே கண்ட 
4-ம்‌ D அரங்கத்திலேயே அமைய வேண்டும்‌. 


TOS எட்டும்‌ வரம்பை Z=2Zp என்ற புள்ளியில்‌ 7(2)-ன்‌ 
0 2 
வகைக்கெழு (derivation) என்போம்‌. அதை ரீ' (ஓ) என்று குறித்துக்‌ 


காட்டுவோம்‌. 


இதைப்‌ பகுவியல்‌ papai வரையறுப்போம்‌. அதாவது 
€e > 0 என்ற எண்‌ கொடுக்கப்பட்டால்‌, O< | z— zal < ô 
என்ற சரியின்மையைச்‌ சரி செய்யும்‌ D அரங்கத்திலுள்ள z, Z என்ற 
be (2)--7 (20 
l | Z~ 20 
` Ô என்ற எண்ணைக்‌ கமி கவே டு, 


புள்ளிகள்‌ யாவும்‌ 7! (zo) | < E€ சரிசெய்யும்படி 


தேற்றம்‌: தொடர்ச்சியாகவுள்ள ஒரு சார்பலன்‌ வகையிடத்‌ 
தக்கதாக இருக்க. Cron Se என்பதை ண்பன்‌ legal 
விளக்குக. 
ரி [z |2 என்ற eo த்தல்‌ 8௩0 என்ற 
புள்ளியில்‌... sien uae 
LFF (0) | = | 12-0] 
= | 2] %< e க ச என்னும்‌ போது 
84 y ௪என்று கொள்க. 


எனவே 2௪0 என்ற புள்ளியில்‌, சார்பலன்‌ தொடர்ச்சியாகவுள்ளது. 


F R-E (ko) felt | ஐ]. 
சட்‌ Z— žo தரி 0 


I 
ON 
o+ 

& 


| ye 
a = ete i 


ye ip 
[z—e0=> eP என்று கொள்ளும்போது] - | 


ற 
ன ZF e e ip . 


i 


ச 


16. | | .... சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


fhe ip என்பதால்‌, Z 8. அணுகும்போது 7: 0 
என்றாகும்‌. ஆனால்‌ ஓ க்கு எந்த மதிப்பும்‌ எடுத்துக்கொள்‌ ளலாம்‌. 


ல T அ tip என்பது. ஒரு குறிப்பிட்ட வரம்பை எட்டுவ 
ஆனால்‌ Zo =0 என்று கொண்டால்‌, Hose 2௮0, 2௮0 
்‌ l — Xo 
என்றிருக்கும்போது. 
Zo = 0 என்று எடுத்துக்கொள்ளும்போது 
(Ff (eo) = [zl | ao]? 
1121-1 வ 211௧11 
(79-70 | <el [zl + lel] oo 
<e [12-0 | <8 என்று z} 
l | கொள்ளும்போது.] 
எனவே 2 =0 என்ற புள்ளியில்‌, தொடர்ச்சியான சார்பலன்‌ வகை 
யிடத்‌ தக்கதாயுள்ளது. ஆனால்‌ ஆ 40 என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சி 
யான சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதல்ல. த்த 


குறிப்பு: — EL p (Zo) <é என்று கொண்டால்‌ 
Lafa ~f" (z) =w என்க. W என்பது la | <e 


என்‌ றபடியுள்ள சிக்கலெண்ணாகும்‌. 
F (2) Ff (z0) = (2-20) Lf" (eo) +w] 
Il = [eal lf @twl 
= [eel [IF (ol + [wll 
Se seo LF! C0) Fel 
A <e | z= | <8 என்னும்‌ போது... 
F (R> F (zo), 12- | <8 என்று கொள்ளும்போது . ' a 
அதாவது 7 (2) என்ற சார்பலன்‌ Zo என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சி .. 
யான தாகும்‌. ர. ட ர்க 
“குறிப்பு: 8-3 என்ற புள்ளியில்‌ ஒரு சார்பலனின்‌ தொடர்ச்சி , 
_ யையும்‌ வகையிடத்தக்கமையையும்‌ வரையறுத்தோம்‌, D என்ற 
_. அரங்கிலுள்ள எல்லாப்‌ பள்ளிகளிலும்‌ ஒரு சார்பலன்‌ தொடர்ச்சியாக 
இருந்தால்‌, சார்பலன்‌ D அரங்கில்‌ O தாடர்ச்சியாக உள்ளதென்போம்‌. . 
அதேபோல்‌, அரங்கிலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ சார்பலன்‌ வகை 
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யிடத்‌ தக்கதாகவுள்ள தென்றால்‌, சார்பலன்‌ D அரங்கில்‌ வகையிட த்‌ 
தக்க தென்போம்‌. அதையே D அரங்கிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி 
யிலும்‌ வகையிடத்தக்க தென்பதை சார்பலன்‌ D அரங்கில்‌ ஒழுங்‌ 
கானது (regular) எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. | 


சில சமயங்களில்‌, அரங்கிலுள்ள சில புள்ளிகளை தவிர்த்து மற்ற 
புள்ளிகளில்‌, சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதாக இருந்தால்‌, அந்த 
புள்ளிகளை (வகையிடத்தக்கதான புள்ளிகளை) சார்பலனின்‌ சிறப்புப்‌ 
புள்ளிகள்‌ (singular points) என்போம்‌, இப்போது சார்பலன்‌ ஒழுங்‌ 
கான தாக இருக்கவேண்டிய, போதுமான நிபந்தனைகளை. கண்டு 
பிடிப்போம்‌. l | 
2-3. சார்பலன்‌ ஒழுங்கானதாக இருக்கவேண்டிய நிபந்தனைகள்‌ 4 

F(z) =u (x.y) bio (x, J) என்று பிரித்துக்கொள்ளுவோம்‌. | 

கதர? என்றால்‌ Azg= Asti Ay. என்றாகும்‌. 
J சோக) (e+ Ax 9+ AD) io (x+ Ax y+ Ay) 

| .. சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதாகவுள்ள தால்‌ Let ea) 
என்பது, AZ எந்த வகையிலும்‌ 0 வை எட்டும்போது, ஒரு தீர்மான 
மான வரம்பை எட்டவேண்டும்‌. ற=0 என்று கொண்டு AZ 
முழுமையும்‌ மெய்யானதாக கொள்வோம்‌. a 


f (z+ Ag) =f (2) 


AZ Fre 
k {[u (x4 Ax, y)+i u (x+ Ax, 2)] — [8 (x, 9) tiv (22)]) 
An அ பத De ப 
_ பககக ம). ile (0கக) சக]. 
EFA AC) என்பது ஒரு வரம்பை எட்டவேண்டும்‌.. 
எனவே 2ே்க்க)- umg) (49) று. ” 
fad : Ax Ax 


தனித்தனியே வரம்புகளை  எட்டவேண்டும்‌. ஆகவே ux, ம 
என்ற பகுதி. வகைக்கெழுக்கள்‌ இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. . மேலும்‌ 
HEAL ie) ன்‌ வரம்பு. i ux. என்றாகும்‌. அதேபோல்‌, 
“௩௮௯0 என்று கொண்டு Azep i AP FD மாழ்மையான்‌.. சிக்க. 
| லெண்ணாகக்‌ கொண்டால்‌: 6160-10) ன்‌ வர்ம்ப்‌ yi uy 


A—2 


ல்‌ a : ... சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
ஆகும்‌. Az, (வுக்கு எப்படி எட்டினாலும்‌, Leta) fo oe 
வரம்பு ஒன்‌ ருகவே இருக்கவேண்டும்‌. என்வே 
ux +t R= VY i UD 
Uk == UY. 
uy = —~ UX 


இந்த - இந தொடர்புகளை கோசி- இரைமன்‌ (Cauchy-Rimann) 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ என்போம்‌. எனவே, ஒரு. புள்ளியில்‌ 
வகையிடத்‌ தக்க சார்பலனின்‌ ux, uy, vx, மூ என்ற நான்கு பகுதி 
வகைக்கெழுக்கள்‌ இருக்கவேண்டும்‌. மேலும்‌ அந்த நான்கு பகுதி 
வகைக்கெழுக்கள்‌ கோ. இ (0, R.) சமன்பாடுகளை சரி செய்ய 
வேண்டும்‌. 


ae சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்க போதிய நிபந்தனைகள்‌ 


7  w=f (z) என்று கொண்டால்‌ f (2+ ^?) - f(z) = w+ Aw 
என்றாகும்‌. i 
39-10 ர என்பதால்‌, w+ Aw என்பது u+Au+i (0+ Au) 
என்றாகும்‌. 
“ Au=u (மர்‌ Ax, 9+ Ay)—u (x, 9) 
=u (HAs y+ Ay)—u ரக). 
+u (x+ Ax, y) —u (x, 9) 
=Ay W (x+ Ax +8 Ay) 
+ Ax ux (2+0 கத) l 
[இடை மதிப்புத்‌ தேற்றத்தின்படி 0௨6 <1 
.. 09 <1 என்று கொள்ளலாம்‌. ] 
UX, UY என்ற பகுதி ல டட அடம்‌ தொடர்ச்சியான சார்‌ 
- பலன்களாகக்‌ கொண்டால்‌ . 
| Au= Ay [uy 6) +e] + Ax [ux (x, 9) +e] 
என்றாகும்‌. இங்கு | Az | 0 என்றாகும்‌ போது e ௪ என்ற 
இரண்டும்‌ பூச்சியத்தை எட்டும்‌. இதே போல்‌ 
A, Ao= Ax [dg (24) +n] AD [ox (x, Dn 
இங்கும்‌ | Az | 0 என்னும்போது ர; ஏ'0 ஆகும்‌. 
AWE AutiAg ்‌ 
= Ax [uti oJ +A [uy +i vy] 
+ Ax [ein] + Ay [eti n] 
Ug ட Uy = — Uy என்பதால்‌ 
Uy +i Vy = —Vg FH itg 


=i டடம Og] 
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உ Aw=(ug+i vz) (Ax+iAy) 
AALAND 
[இங்கு | Az | 0 என்னும்‌ போது A, 4' 
என்ற இரண்டும்‌ 0 ஆகும்‌.] 
எனவே 4-1 Ay= AZ என்பதால்‌ வகுத்து | Az | 0 என்று 


.எடு தீதுக்கொள்ளும்போது 


ட = ug +i U; 'என்றாகும்‌ 


d; 
dw ee 
= Uy —i Uy என்றும்‌ ள்கள்‌ 

குறிப்பு: 4, ஏ என்ற சார்புகளின்‌ இரண்டாவது பகுதி வகைக்‌ 
கெழுக்கள்‌ தொடர்ச்சியுள்ள சார்பலன்களாயின்‌ po = Uys 3 ; 
Ugy = Uyy என்றாகும்‌. i 


Ux = Uy என்பதால்‌, இதை x80 பொருந்து, பகுதி வகைக்கெழு 
காணின்‌ Uiz = tps என்றாகும்‌, 


அதேபோல்‌ Uy = — Uy என்பதில்‌; ஐ பொருத்து பகுதி. வகைக்‌ 
கெழு கண்டால்‌ ம = — Ugy 

$ ட்‌ gx Uy y = 0 

அதேபோல்‌ Uxx toy =0 என்றாகும்‌. 

' ஆகவே U, U என்பவை 
92 

என்‌ p இலாப்பிளாஸ்‌ ஸ்‌ (Laplace) சமன்‌ பாட்டின்‌ மூலங்களுர்கும்‌, 
2.3-2. கோசி-இரைமன்‌ நிபந்தனைகள்‌ ஒரு சீரான சார்பலன்‌ 


ஒழுங்கான தாகவுள்ளதிற்கு போதுமான . AS 
காண்பிக்கும்‌ உதாரணங்கள்‌ 


கத்‌ (JEN | xy | என்ற சார்பலனை கவனிக்க, : 
F(z) =u (x, 9) Fi 0 (ற)... 
என்பதால்‌ u(x, 9) = [|], 2 (x9) =0 என்றாகும்‌. 


Ux (0; 0) = ne - (x, 3-5 u (ò, 0): 
i ல்‌ 
ட 44 0—0 s0 


920 . | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


lie 2 (0,0) — u (0,0) 
7 ட 


Ux (0, 0) =0, dy (0, 0) =0 
. (0,0) என்ற புள்ளியில்‌ மம, Uy==—vy என்ற Gard. 
-இரைமன்‌ நிபந்தனைகளை u,v சரி செய்வதை காண்கிறோம்‌. | 


72-70] 


ஆனால்‌ த 


இப்போது. 2, 0 வை அணுகுவதாகக்‌ கொள்ளுவோம்‌. எந்த. 
பாதையின்‌ வழியாக Zz, 08 நெருங்கினாலும்‌ ர்‌ ஒரே 


z 
... வரம்பை எட்ட வேண்டும்‌, 


y=mx என்ற பையின்‌ A Z, 0 DA நெருங்குவதாகக்‌ 
கொள்ளுவோம்‌. 


[OA Nem 


g x+imx 
n | m |. 
l-+2m 
பிட்டம்‌ —f (0) 


எனவே ன்‌ வரம்பு * m’ வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு 


மாறுபடுகிறது. றவு, (0) க்கு ஒரே ஒரு மதிப்பு இல்லாததால்‌ 
Ff (க்கு 2௬0 என்ற a oe ப்பத்‌ 
Spine: 
a (1-2) ட q: b 
=O (6௩0 என்றால்‌) eine l 
என்ற சார்பலனை நோக்குவோம்‌. இந்த சார்பலனுக்கு Z= =0 என்ற 
புள்ளியில்‌ ஒரு மதிப்பும்‌, 440 என்ற புள்ளிகளில்‌ வேறு மதிப்புகளு 
“மிருப்பதை கவனிக்க. - - | a | 
| fe) =u ept 2 கே) வணி ட 
உக) எட்ட a Z u (%3)= கடன்‌ ee ப்பி 
u (x, 9) =0, 9 (x, 9) 0. | 
x =y =O என்றால்‌... 


Ux wko AG deus) 


(௪40 ட ல்‌ 
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xx — 0 


üx (0, 0) = oy: O N =o 
= lt u (0, y)—u (9, 0) 
0 T = 
lt — y3/y2—0 
pod J 
8... w (x, 0)—2 (0, 0) 
Ux (o, oa E ட்‌ 
o k x0 
T x0 oOx 7 
pt. அத v (0, y) —v (0, 0) 
ue சு 0 E “2 
டடம. pps ட 
அதது. இட பரு 
| . 220 என்ற புள்ளியில்‌ st, ty = Dy 


ஆனால்‌ =m x என்ற பாதையின்‌ வழியே 


f (272). 4 (L+i)—m x3 (1-7) 
| z x மதம்‌ x8) (xFi m x) 


_(+i)=m (1-1) 
னி (1+im) 


இப்போது z 0 என்றுகும்போதும்‌ =f © 70 க்கு m = பொருத்து 


வெவ்வேறு மதிப்புகள்‌. கிடைக்கும்‌. 


ல்‌ 8௬0 என்ற புள்ளியில்‌ 
J (க்கு n டாக்‌ 2 சள 


3. f (9௪1/2 £0 என்றால்‌ 
்‌ அ. o £0 என்றாகும்போது . | 
o ஹத. (05. p): 

Ux (0, 0) Txe 0 தவல அண்னா. 
u gilt z 
0 x 

; lt u (0, y) —u (0, 0) 
Uy (0, 0) ஆடு 5 


29. ட்‌ சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


4 | 
lt 1D _ 0 [=l என்பது தெளிவு.] 


~ ya 0 2 
o l u (x, 0)—v (0, 0 
Vy (0, 0) a, Teorey = (0, 0) 
_ & 0-0 | 
~ x—> 0 xo I 
த்‌, u (0, »)—a (0, 0) 
Uy (9, 0) வற்‌: கட எது 
lt 0—0 | 0 
அடு yp 


ட கோ. இ. நிபந்தனைகளுக்கு. u, 0 கட்டுபட்டிருக்கின்றன. 
தலத்‌ என்ற பாதையின்‌ சமன்பாடு ' 


z=ye ஈ/4 என்பது தெளிவு 


எனவே y =x என்ற பாதையின்‌ வழியே ம்‌ 
[OAM ele 
த த பது 
l 
yt ein 


y et 1/4 


ie et 
yet tlt | 
y அ 0 அல்லது 
4 0 என்றாகும்போது . 


-> oO 


ப்ரி (2) என்ற சார்பலன்‌ = 0 என்ற புள்ளியில்‌ Seana’: 


ore கணக்கு: 


ex (cos y+i sin y) என்பது ஒழுங்கான. சர்பென்று நிறுவுக. 
டன்‌ வகைக்கெழு என்ன ? 


விடை: ௪ (cosy +i sin y) = =u+i 1 என்க. 
கோச cosy ம்‌ 
v=e¥ ஏர... 


கேசி COSY, 0-4 Sin Y, மூசா sin y, நச cosy, | 
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Ug = Dy § ~ 0, = ty. 
. கோசி.இரைமன்‌ நிபந்தனைகள்‌ நிறைவேறின. 
n & (cos ppi siny) ஆனது ஒழுங்கான சார்பு ஆகும்‌, 
~ fla) கல cos p-++i eX sin y 
| =e (cos +i sin y) 


2. f (2) என்பது zor ஒழுங்கான சார்பலன்‌ எனின்‌ 
(= 93 தட Ses 
Fat KA) SO | 5441 ஐ | 2 என்று நிறுவக 


7 (2-8) 142 (x,y) என்க. சார்பலன்‌ ஒழுங்கானது 
என்பதால்‌, 


Ug = 5 > Uy = — ay we Uys == Uyg = ~ Uyy iil by 
eo படக 


[7 (z) | 3-2 u Uy U 97 


Uxx = — Uyy 


ô? 
On ae ) | 2=2 [4 Ugy Hux? +o Oxy +57] 


by = SISO |2= 2 [u uyy +o டிஸ்‌ 04%] 
ô 2 23 a . É . l . 
(2, Éa) IS © 14216 (tity) +0 (oto) 


(809) + (02-+0,2)] 

co = 2 [(ux2-+0,2) + (uy? +0,2)] 
Je (uti Ux 
அல்லது ௦-1 Vy 


127 (2) | 2=( (ux? + v )- (242 ) 


, fe அபல [பா I+ (9 14] 
-4 15 


பயிற்சி & 


'ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ கீழ்க்கண்ட சமமின்மைகள்‌ குறிக்கும்‌ 
. பகுதிகளை திர்ணயிக்கவும்‌. 


(i) [2-2 <] 
(டு 12௧1412712 650 


24 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ | 


2, x= y cos 6, yay sin ர. என்றால்‌ கோசி-இரைமன்‌ நிபந்தனைகளை 
22. 1 ga ; 24 ðv 
இழ என்‌ த இற தழு தது 5y என்று மாற்றியமைக்கலாமென நிரூபி. 


3. //(4).0 என்று அமையும்படி w=f (x) என்ற ' சார்பலன்‌ 
ஒழுங்கானதெனின்‌, 


(A+ 2) log | f(z) | =0 என்று காண்பி, 
l 4, f (a)suti ஏ என்பது & ஐப்‌ Arakg ஒரு. ஒழுங்கான சார்‌. 
பலனென்றால்‌, 
pi த 
(gator tf 1? StF) LP” ge Ge) | seta ற்ற 


5. தனிப்பெறுமானம்‌ ae DES கொண்ட ஒழுங்கான சார்பும்‌. 
மாறிலியென நிறுவுக, I 


ð? ð? ` 02 l ; 
12) = 4 ட என ்‌ 
(ச OL pepe ee 


a அதச்‌ = (25-97) COS J 4229 sin a பட்டப்‌ ஒழுங்கான சார்பு 
u+iv g காண்க. 


3. இணங்கசார்பை விளக்கம்‌ | 
(Conformal Representation) 


3.1. இணங்கசார்பை மாற்றம்‌ : வரையறை 


u=u (x, y); 8-2 (x, y) என்ற இருதொடர்புகளைக்‌ கவனிக்கவும்‌. 
இந்த சமன்பாடுகள்‌ (x,y) என்ற புள்ளிகளுள்ள தளத்திலுள்ள 
D என்ற அரங்கத்திற்கும்‌ (ம; v) என்ற புள்ளிகளைக்‌ கொண்ட 
தளத்திலுள்ள D' என்ற அரங்கத்திற்குமிடையே ஒரு தொடர்பை. | 
டர அதா 


டமி 'அரங்கத்திலுள்ள புள்ளிகள்‌ யாவற்றிலும்‌, உ v என்ற 
சார்புகள்‌ தொடர்ச்சியான தாகவும்‌, முதல்‌ ஒழுங்கு (first order) uad 
வகைக்கெழுக்கள்‌ கொண்டதாகவுமிருந்தால்‌, தொடர்ச்சியாக 
திரும்பும்‌ தொடுகோடுகளைக்‌ கொண்ட D அரங்கத்திலுள்ள எந்த 
வளைகோடும்‌, அதே தன்மையை கொண்ட D' அரங்கத்திலுள்ள 


வளைகோடாக மாறும்‌. ஆனால்‌ இத்த மாற்றம்‌ ஒன்றுக்கு ஒன்றான. Se 


(one to one) தல்ல. உதாரணமாக u= x9, v=? என்ற தொடர்புகளை 
நோக்கவும்‌. D அரங்கத்தில்‌ P+ yr <1 என்ற வட்ட. அரங்கம்‌ D 
அரங்கத்தில்‌ u=Q, v=0, u+o=1 என்ற கோடுகளாலான முக்‌ 
கோண அரங்கமாக மாறும்‌. ஆனால்‌ முக்கோணத்தின்‌ ஒரு புள்ளியாக 
மாற வட்டத்தில்‌ நான்கு புள்ளிகள்‌ இருப்பது கவனிக்கத்தக்கது. 
[+e +8] என்ற நான்கு புள்ளிகள்‌ D' eee ஒரே ஒரு புள்ளி 
யாகத்தான்‌ மாறும்‌. 


D அரங்கத்திலுள்ள இரு வளைகோடுகள்‌ P ர) என்ற 
புள்ளியில்‌ “ரீ? என்ற கோணத்தில்‌ வெட்டட்டும்‌. . அப்போது D 
அரங்கத்திலுள்ள ஒத்த வளைகோடுகள்‌ P' (uo, vo) [uo=u. (xo Yo) 5. 
v=0 (xo Io)] என்ற ஒத்த புள்ளியில்‌ அதே £9 கோணத்தில்‌ 
வெட்டினால்‌ இந்த மாற்றத்தை கோணம்‌ ee மாற்றம்‌ (sogonial ன்‌ 
த்‌ என்று கூறலாம்‌. - 
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இந்த மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌, கோணத்தின்‌ அளவு மட்டுமல்லாது, 
திரும்பும்‌ திசையும்‌ (sense of rotation) மாறாமலிருந்தால்‌, மாற்றத்தை 
இணங்கு சார்பை மாற்றம்‌ (Conformal Transformation) என்போம்‌, 


| c: 


2- தளம்‌. 


படம்‌ 5 


இம்மாற்றம்‌ ஒன்றுக்கொன்‌ முன தல்ல என்று கண்டோம்‌. அப்படி 
யல்லாது, யிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்‌ ளிக்கும்‌, D'O ஒரே ஒரு புள்ளி 
சார்பாகவும்‌, 0'யிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ ல்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி ' 
சார்பாகவும்‌ அமைந்தால்‌, மாற்றத்தை ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றம்‌ 


என்போம்‌. . 


குறிப்பு: 2 தளத்திலுள்ள D அரங்கத்தில்‌ w=f (2) என்ற 


சார்பலன்‌ முறையுடையதெனக்‌ கொள்ளுவோம்‌. D அரங்கத்தினுள்‌ 


2 என்ற உட்புள்ளியையும்‌ அதன்‌ வழியே செல்லும்‌ இருதொடர்ச்சி. | 


யான வளைகோடுகள்‌ Cy Cy என்பவைகளை கவனிக்க. இரு வளை 
கோடுகளுக்கும்‌ 2 என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுகோடுகள்‌ 
மெய்யான அச்சுடன்‌ oy, 6 என்ற கோணங்களை உண்டாக்கட்டும்‌. 
SF (2,௪40 என்றும்‌ கொள்ளுக. & என்ற புள்ளிக்கு அருகே Cr, Cy 


என்ற வளைகோடுகளின்‌ மேல்‌, ,. என்ற தூரத்தில்‌ zi; ஆ என்ற. 
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புள்ளிகளை எடுத்துக்‌ கொள்ளுக. எனவே -20எற dll; 29-20 
=y ௪02 என்றாகும்‌. அப்போது 0 என்றாகும்போது 0-4]; 
faxa என்றாகும்‌. 8-7(2) என்ற மாற்றம்‌ ஏற்படும்போது, 
2 தளத்திலுள்ள 2 என்ற புள்ளிக்கு ஒப்பாக w தளத்தில்‌ wo என்ற 
புள்ளியும்‌, 23, Za என்ற புள்ளிகளுக்கு ஒப்பாக Wi, Wg என்ற புள்ளி 
களும்‌ இருப்பதாகக்‌ கொள்ளுக. wy, மட என்ற புள்ளிகள்‌ ம தளத்தில்‌ 
11 1உளன்ற யல்ல நிர்ணயிக்கட்டும்‌. 


எனவே kg ~ w= Pift; முடி wy = Pei? என்று கொண்டால்‌ 
lt W1— l 
£10 L129 


0-71 (zo) என்றாகும்‌. f! (zo) #0 என்பதால்‌, [1 (zo) 
்‌ _ நச்‌ என்று கொள்ளுவோம்‌. 


Pi gi? 
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த = Reid 


ட பதீத ok மேலும்‌ lt (91-61) = 


ஆகவே Li ன்‌ A. 

ம என்ற புள்ளியில்‌, 1; வளைகோட்டிற்கு வரையப்படும்‌. . 
தொடுகோடு w தளத்திலுள்ள மெய்யான அச்சுடன்‌ (æt A) என்ற 
கோணத்தை உண்டாக்குகிறது. அதேபோல்‌, wy புள்ளியில்‌ Ta 
வளைகோட்டிற்கு வரையப்படும்‌ தொடுகோடு (0) என்ற 
கோணத்தை உண்டாக்கும்‌. எனவே 11; Ta என்ற வளைகோடு 


களுக்கிடையேயுள்ள. கோணம்‌ (௨-%)--(௯-4%) (௩-௨)... 


ஆகவே Ty, Ta என்ற வளைகோடுகள்‌ வெட்டும்‌ கோணம்‌, Ci, Co 
என்ற வளைகோடுகள்‌ வெட்டும்‌ கோணத்திற்கு சமமாகும்‌. மேலும்‌ 
Ti, 1 என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின்‌ 


திரும்பும்‌ திசையும்‌, டே டே என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள . 


கோணத்தை போன்றது. ஒரு மாற்றத்தின்‌ ஜக்கோபியன்‌ 7, ஒரு 
புள்ளியில்‌ மறையாமலிருந்தால்‌, அதாவது 720 என்றால்‌, திரும்பும்‌ 
- திசை மாருமலிருக்கும்‌. அப்போது F>o என்றிருக்கவேண்டும்‌. Fo 
என்றால்‌ திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌. இங்கு F= | f (zy | 2. . எனவே 
J (20) #0 என்பதால்‌ Joa ஆகும்‌. | ஆகவே திரும்பும்‌ திசை மாறா 

லிருக்கும்‌. ட்‌ 


-fi (8) 40 என்று கொண்டால்‌, w=f (2) என்ற முறையான 
சார்பலன்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை மாற்றத்தை நிர்ணயிக்கும்‌. ke 
7 (zo) =0 என்றால்‌, w=f(z) என்பது இணங்கு சார்பலனாகாது... 
அப்படியுள்ள புள்ளிகளை இணங்கு சார்பை as தகடு 
(critical points) என்போம்‌. ` 
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சில மாற்றங்களில்‌ கோணங்களின்‌ அளவுகள்‌ மாருமலிருக்கும்‌, 
ஆனால்‌ அவைகளின்‌ குறிகள்‌ மாறுபட்டிருக்கும்‌. l 


| உதாரணமாக 85-17 என்ற மாற்றத்தை கவனிப்போம்‌. 
இங்கு 8-9 என்ற புள்ளிகள்‌ x—iy என்று மாறுவதால்‌, புள்ளிகள்‌, 
மெய்‌ அச்சை பொருத்து பிரதிபலிப்பாகின்றன. எனவே கோணங்்‌ 
களின்‌ அளவுகள்‌ மட்டும்‌ மாராமலிருக்கும்‌. பொதுவாக w= f (2) 
என்ற மாற்றம்‌ மேற்கண்ட தன்மையுடையதாக இருக்கும்‌. இங்கு 
/ (£) ஒழுங்கான சார்பலனாகும்‌. Z=z; w=f (z) என்ற இரு 
மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையே w= f (2) என்ற மாற்றமாகும்‌. ... 


3-2. இசை சார்பலன்கள்‌ (Harmonic Functions) - 


; 28 மலி ae o | 
82) பட ட ப டப்ப ப டப 
| V20=0 அல்லது ax toy tom பற 
இலாப்லாஸ்‌ (Laplace) சமன்பாடுகளை கவனிக்க. இதன்‌ மூலங்கள்‌, - 
NZ இவைகளை பொருத்து பல சார்பலன்களாகும்‌. இந்த. 


- சாரீபலன்களை இசை சார்பலன்களென்போம்‌. 


"முப்பரிமாண வெளியில்‌, x=91 (E; ஐ), 9 (És 0 p)» 
2-5 (2, m p) என்ற மாற்றங்களினால்‌, v (x, 9; 2) என்ற சார்பலன்‌ 
o! (6, n, p) என்ற சார்பலனாக மாறுவதாகக்‌ கொள்ளுவோம்‌. 
v (கற, 2) என்பது இசை சார்பலனாக இருப்பினும்‌, ol (8, n 2) 
என்பது இசை சார்பலனாக இருப்பதில்லை. ஆனால்‌ இரட்டை 
பரிமாண வெளியில்‌ இந்த மாற்றத்தின்‌ விளைவை விரிவாக 
நோக்குவோம்‌. T | 


© W=f (z) என்ற மாற்றத்தை நோக்குக, இங்கு w=utin 
4௪4) . என்றும்‌ — கொள்ளுவோம்‌. o அப்போது மம (x, y); 
-D= (x, 9) என்றாகும்‌, F(z) என்பதை ஒழுங்கான சார்பலனாகவும்‌ 
(2) தளத்தைக்‌ கொண்ட D அரங்கத்தில்‌ f (240 என்றும்‌ . 
கொள்ளுவோம்‌. | த ட தி்‌, 


மரீ (z) என்ற மாற்றத்தினால்‌, D அரங்கத்துக்கு இணையாக. 

(u,v) தளத்தில்‌ A அரங்கம்‌ அமைவதாக, ன்‌ கட es 
*, என்பவை சார்பற்ற மாறிலிகளாகவும்‌, ம என்பது x,y 

என்பவைகளைக்‌ கொண்ட இருமுறை வகையீடு செய்யும்படியான 


ri சார்பலனாகுக, aoe | l 
தூது இரு ப்பட்‌. 2. 

கக து Oo 2 A _— dya 
த்க்‌. 4 ட PEE ட. தர dv’ 


மதல அன்த d?o o வ. 
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-2 Ou 


த) dt Ed 
0x a 
ô? ô ?u ô? u 
< Tiga 2 22 2 
<. du 5 dx +2 ரதத வ ர்‌ நரல்‌ dy 
ðw = 02 
2y on 2 2 
do T T tay b+ 5S dy 


(4)ல்‌ du, dv, du, d% என்பவற்றின்‌ மதிப்புகளை இடவும்‌. 
dw என்பது dx, dy என்பவைகளில்‌ இருபடிக்‌ கோவையாக 
அமையும்‌. dx, dy? இவைகளின்‌ கெழுக்களைக்‌ கொண்டு i 


9ம 093ம(0ய 9 0°w ( Ou\/ du 
om oat | a Ou | oa) 7 | 
பூம (92) dw Ou, aw a% 

ட்டி HE Ou 0 du Ox 


க 2 ட Oe) oe 
092 மர) | (5 


ட 
28 


ay du ay ðv Oy 


என்று காணலாம்‌. 


Oi இம்‌... | ox 
| த்‌ a TS: தனர்‌ ததா 
என்பதால்‌ ட Deo வடட EA oe Si 
மை ðw (0%, 982. [98412 ðu? 
am Tat a = aa) | (Sz) +55) | 
fide gat Da 
_ Ou; டப 
3 பனா பதத | 
ĝu 
2 
லு (2 (2) ௧0 
பனு a w 6 
on எம p Lie 0 எனின்‌. 
Ww 
"தனர்‌ - தன எ0 என்றாகும்‌ 


அ 
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/ 
ணி 


3-3. இரு நேர்கோட்டு மாற்றம்‌ (Bilinear Transformation) 


*z+8 

yz+ô 
மென்போம்‌. இங்கு ௨, ந, y, 8 என்பவை சிக்கலெண்களாகும்‌. 
8 Ô— ற என்பதை மாற்றத்தின்‌ அணிக்கோவை என்போம்‌. 


w= —(A) என்ற மாற்றத்தை இரு நேர்கோட்டு மாற்ற 


a 6-8 y0 எனின்‌ மன்‌ ஒரு மதிப்புக்கு பொருந்துமாறு z க்கு 
ஒரே ஒரு மதிப்புத்தானிருக்கும்‌. இதை மோபீஸ்‌ மாற்றம்‌ (Mobius 
Transformation) எனவும்‌ கூ றலாம்‌. இப்போது. (1) w=z+a 
(2) w=pz (2 என்பது மெய்யெண்ணாகுக) - (3) w=ze 10 


(4) w= L என்ற மாற்றங்களை விரிவாக கவனிப்போம்‌. 


(1) w=g+a என்பது தளத்திலுள்ள உருவத்தையே ம 
தளத்தில்‌ வேறு ஆதியை (origin) கொண்டு  வரைந்ததாகும்‌. 
இதை இடப்பெயர்ச்சி (transformation) என்போம்‌. w=utiv; 
824-227 AG=ati ரி எனின்‌ u=x4 ஏற என்றாகும்‌, 


(2) w=pz ( மெய்யெண்‌) 2 தளத்திலுள்ள நி உருவமும்‌ ம 
தளத்திலுள்ள உருவமும்‌ வடிவொத்தும்‌, ஒரே மாதிரி வைக்கப்‌ 
பட்டதுமாகவும்‌ (similar and similarly placed) இருக்கும்‌, ஆனால்‌ 
ஈவிலுள்ள உருவம்‌ சலிலுள்ள உருவத்தைப்போல்‌ p மடங்காகும்‌. 


இதை உருப்பெருக்கமென்‌ போம்‌, 


03) waz etl எனின்‌ [wl = |z|. weir கோண வீச்சம்‌ 
௪ ரின்‌ கோண வீச்சம்‌. எனவே சலிலுள்ள உருவத்தை ஆதியை 


சுழற்சி மாற்றமென்போம்‌. 


பொருத்து ரீ கோணம்‌ சுற்றி ம தளத்தில்‌ அமைக்கவும்‌. இதை 


(4) ரச்‌ 22:21 1 எனின்‌ | 39 | ==. மன்‌ கோண 


வீச்சம்‌ =p ஆகும்‌. 


தன்‌ மாற்ற ஆரையை 1 எனக்கொண்டு z லிலுள்ள உருவத்தை 
ஆதியை பொருத்து தன்‌ மாற்றம்‌ செய்து மெய்‌ அச்சின்மேல்‌ பிரதி 
பிம்பம்‌ காணவும்‌. இதனால்‌ உருவம்‌ மாறும்‌. 


« 2-8 
VALS 


மேற்சொன்ன w= [6 8-8 7520] என்ற. மாற்றத்தை 
சற்று ஆராய்வோம்‌. ' | : | 


a. 
oa | Stes 
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a |] 


EZ z+6[y 
xo By—a 5 | 
roy y? y+ bly 
& ட. 
w= 0013 Wy உ W, Wo = — 
ye தப x? கர ம 


ம=4-0/7 என்ற மாற்றங்களினால்‌ அமைவதை நோக்குக. 


w =w; + = w= 26> என்பவை இடப்பெயர்ச்சி மாற்றங்கள்‌ . 


By—ad : : டத்‌ 1 ; : 
w= டன்‌ w, என்பது உருப்பெருக்கம்‌. மழ என்பது தன்‌ 
a ; 


மாற்றம்‌, பிரதிபிம்பம்‌ சேர்ந்த மாற்றமாகும்‌. [ஆகவே இம்மாற்றம்‌ 
வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணங்களை மாற்றாது. ஆனால்‌ 
திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌. ] எனவே இம்மாற்றம்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை. 
மாற்றமாகாது. ... மேலும்‌ இடப்பெயர்ச்சி,  உருப்பெருக்கம்‌, பிரதி 
பிம்பம்‌ என்ற மாற்றங்களைத்‌ தவிர, தன்‌ மாற்றமும்‌ இருப்பதால்‌, மேற்‌ 
கண்ட. மாற்றத்தினால்‌, வட்டங்கள்‌ வட்டங்களாகவோ, நேர்கோடு 
 களாகவோ (கந்தழி ஆரையுள்ள வட்டங்கள்‌) மாறும்‌. இதை 
இப்போது விரிவாக ஆராய்வோம்‌. 


3.3.1. வரை கணித தன்‌ மாற்றம்‌ (Geometrical Inversion) D 

0 என்ற புள்ளியை மையமாகவும்‌ £7? ஆரையுமாகக்கொண்ட 
என்ற வட்டத்தை எடுத்துக்‌ கொள்க. P, Q என்ற புள்ளிகள்‌ : 
-OP என்ற நேர்கோட்டிலமையட்டும்‌. ம்‌; இத்‌ z 

O P, O0 Q=r? என்றால்‌, S வட்டத்திற்கு, P, யப வடு தன்‌ 
மாற்ற புள்ளிகளாகும்‌ (inverse points). 

Z, 2, ௦ என்ற 'சிக்கலெண்கள்‌ P, Q, o ep Hrne a 
குறிக்கட்டும்‌. அப்போது, . 

1221 [go] =r’. 
“மேலும்‌, (z—0) sir கோண வீச்சம்‌- =(z'—0) கோண வீச்சம்‌. 


இதை (2'—0) (2-011 எனக்‌ oe Dart 
S என்ற வட்டத்தின்‌ சமன்பாட்டை 


A z பம்‌ 212 B+ 0௨0 எனக்கொள்க, 
இதையே, 


ப ப wos 


க ச சிக்கலெண்களின்‌ er 
| . Pi E) (po, 5 2 MRP : 
குறிப்பு : +=) ஒ = R? என்றால்‌ வட்டத்தின்‌ 
தத்‌ ee ஆகும்‌. ஆரை R ஆகும்‌. ] 


I என்பதை(4 ag 2 (z + டைட்‌ 
என க்கொண்டால்‌, 

AZZ +B + B Z+C= o H 
அல்லது, 


az த a pst க்‌ 
இப்போது ண்‌ அனா. என்ற மோபீஸ்‌ மாற்றத்தைக்‌ கவனிக்க 


-8 wg 


2a 


ன்‌ 9 82] அதாவது தட. அ É என்றாகும்‌. 
எனவே, சட 
ee mand 
y wi-a 
ர என்பதால்‌ 
ச w -+a : த்‌ 
1 என்பது 


red |... EEJ 
y who y w pa l s ௪/2. 
oa, [= 820 
அமக 
| A [82 w w — B 8 w— 88 w 2] 

+ Bl» ww + py wa S wife 8]. 
oe -7 8ww'—B WHE y wta இ] 
HOD wate pata yw! al] =0 
oww [AB-Byd—By ter] - 
© +w [A88 Ba 84 BB y tea y] 
+0[~488+BBy—Bps+cu y] 
a [4 2742௨ B+B ab +e a] =0 


(Ba Dw w+Ew+E w 4 F=0 ட்ட உருவிலுள்ள ies 
ப்‌ Ww, wy! என்பவை. i . | 


| +- C=0 என்றாகும்‌. 


ட்டு 


பி 


.இணங்கசார்பை விளக்கம்‌ 33 


DwwtEw+E w+F=0 என்ற வட்டத்தின்‌ தன்‌ மாற்றப்‌ 
புள்ளிகளாகும்‌. ஆகவே ஒரு வட்டத்தைப்‌ பொருத்த தன்‌ மாற்றப்‌ 
புள்ளிகள்‌ இரண்டும்‌ மோபீஸ்‌ மாற்றத்தினால்‌, மாற்றப்பட்ட 
வட்டத்தின்‌ தன்‌ மாற்றப்‌ புள்ளிகளாக மாறும்‌. 

குறிப்பு: 42249௪4824 020 


எனலாம்‌ 


இதையே ௨ ₹ என்றும்‌ 
. ட திற 

{= 
Aw+B 


இரு மாற்றங்களாகக்‌ கருதலாம்‌. 


என்றும்‌ 


0-4 என்ற மாற்றம்‌ மெய்‌ அச்சில்‌ எ திருருவம்‌ (reflexion) 
ஆகும்‌ z ட cA ech என்பது ஒரு ,மோபீஸ்‌ மாற்றமாகுப்‌ 
. A WEB mon நிறமாகும்‌. 
முதல்‌ மாற்றம்‌ கோணங்களின்‌ அளவைகளை மாற்றாது. ஆனால்‌ . 
திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌, இரண்டாவது மாற்றம்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை 
மாற்றமாகும்‌. எனவே தன்‌ மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பை மாற்றமன்று. 


3-3-2 இணங்கு சார்பை முறிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ (Critical points) : 
_ eH | nao 
“2 i 
y +O என்றால்‌, “2 o என்பதற்குப்‌ பொருந்தும்‌ புள்ளி w = L 


ஆகும்‌. அதேபோல்‌, ல; என்பதற்குப்‌ பொருந்தும்‌. புள்ளி .' 
w= ல ஆகும்‌. 
dw as py moo T 
ie = (2 21 54 க்‌ என்பதால்‌, | a 
மேற்கண்ட I என்ற மாற்றத்தின்‌ முறிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ z= ௨, 2= ~d/y i 
என்பவையாகும்‌, I I I 
இப்போது பொதுவச்சு வட்டங்களைப்‌ பொருத்து இம்‌ மாற்றத்‌ 
தின்‌ போக்கை கவனிப்போம்‌. .- a ot 
{zs 
z—b 


= k 4 என்ற சமன்பாடு 


சி-3 


34 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


4, B என்ற புள்ளிகளை எல்லைப்‌ புள்ளிகளாகக்‌ கொண்ட பொது 
வச்சு வட்டங்களை குறிக்கும்‌ 


தபம்‌ ன்‌ 
தவத்‌ சன நர B +0) 
BT பன eo என்று மாற்றலாம்‌ 
என்ப ல்‌ ட்ட றுமாற்ற ; 


அப்போது I என்ற சமன்பாடு 


க்க 
7719-0 a 
மரத்‌ 7 ட்‌ 
y wo 
அல்லது, 
— ô w+p—a (2-௨) | i 
— ô 0-ம்‌ (yw—a)| — 
= (6+4ay)tae+p| _ k 
—w (+Ø) +b 248) ~ 
+a y | w—(ae+B) | i 
9-ம்‌ w—(ba+f) 1 
ம்‌ E = k' என்று எழுதலாம்‌. இங்கு A=ae+p 
p=batf,k =k ச] 1 | என்பதை நோக்காக. 


3-3-3. குறுக்குத்‌ தகவின்‌ மாற்றமின்மை 
(Invariance of Cross = ~ Ratio) 


Z தளத்தில்‌ 21, ஆ Za 4 என்ற நான்கு புள்ளிகளை எடுத்துக்‌ 
கொள்க, அதன்‌ குறுக்குத்‌ பக்க 


(ay) (en) 
(1-29) (௧-24) 


w= என்ற மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌ | 


என்று osis ab, 


paya aıt «mth aô PERETE (z1 —ži) 
ப த்‌ T ஆது க டட” 
yA y zt (y ஆச) (y za tô) 
= (a =p y) (2௨-20 
T atd) ar) என்றாகும்‌... 
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(818) (w —wa) _ (௧9-82) (=z) 
(ww) (ww) (ஆசி) (y கட்த 4 4 
| (28-82) (3-2) 
(22 z3+8) (23-42) 


(a 8— B y) (29-4) 
(22 z3+8) (y 24-46) 


(a 8—B y) T 

(y 21 +9) (2 za +ô) (1௮% 
2 (21 — 2a) (Z3 — 2a) 
~ (z1— Za) (z3—z4) 


n மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌, 2, ஆ ஆ Za என்ற புள்ளிகளின்‌ 
மாற்றுப்‌ புள்ளிகளான wy, Wo, Wg, Wy என்பவைகளின்‌ குறுக்குத்‌ 
தகவு மாறாமலிருக்கிறது. 


குறிப்பு 1: F ; 
: s (<1 —~ 24) (Z3 — 2g : 

2௦, W= ௦ என்று கொண்டால்‌ ௫ 20022 என்ப 
2 s wi று = (21 — Za) (%-- za) து 


£144 என்று மாறும்‌. 

த கத்‌ 

(w - Wy) (W3— wa) «Wg Wo 

+ என்‌ 

(wi — We) (wW3—w,) 202-- W 
Wg — Wa 8 

்‌ மட. ஆர 


அதேபோல்‌ 


என்றாகும்‌. 


குறிப்பு 2 : Tae வள்‌ 
Za Zs Za என்ற மூன்று மெய்யிலா எண்களுக்கு மாருத 
மதிப்புகளை இடுக. அப்போது மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌ கிடைக்கும்‌ : 
Wy, Was ம; என்ற எண்களுக்கும்‌ மாறாத மதிப்புகளே கிடைக்கும்‌. 
(பேத (ws Wa) _ (229 (௨௮ 
` (w—wWe) (ஊ-௮௰ (2-2) (z3— z4) ்‌ 
என்ற மாற்றம்‌ அமையும்‌. . | ae - (A) 
K (w—wy) _ A (z>) 
L (w—w) ம(2--22) | 
[K=ws—w9; l=ws—wy; 489-29; 2-3 OT HTS. | 
Eu [wzw ஜோடி 
l 74 [w Z~we 2—w zy twa 24] - 
s w [K e (2-29-14 (z—z4)] a 
=l A [~w zt w z] E e [- மகம 
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ட தீ (மம்‌ à w) + (lÀ ம்ம Ww, zo) 
2 g(K pI A) AZ Kh go) 
_ az+b 
Ld 
இந்த மாற்றத்தின்‌ குறுக்குத்‌ தகவு 
=ad—be l 
=(K u w—l à w) (ATK E zo) 
—(LA Wwa zı Kh wy (௨1) 
=K LA E wy g — K? ez 
+K1 A LE Zaw Él À E We Z4 
-H zi RS gg KIA wy 
=K LA ம [W zit Zg—Wy உட Zo] 
=EL A p (௫-0 (Za— 2a) 
= (wa — Wy) (W — Wa) ௫-௨) (za— za) (23—22) (Z3 — Za). 
> 33 +0 T 
(A) என்ற மாற்றம்‌ ஒரு மோபீஸ்‌ மாற்றமாகும்‌. 


Q 3. 3.4. முக்கிய மோபீஸ்‌ மாற்றங்கள்‌ 


(1) 7(2)20 என்ற பாதி 2.தளத்தை [ம] < 1 என்ற ட்ட பத 
ஆரையுள்ள வட்டமாக மாற்ற : 


84472, Zax~iy என்ற புள்ளிகள்‌, மெய்யச்சை பொருத்து 
பிரதிபிம்பங்களாகும்‌. அதேபோல்‌ ம, tw என்பவை [ம | 1 
என்ற வட்டத்தைப்‌ பொருத்து தன்மாற்றப்‌ புள்ளிகளாகும்‌. 
as w=0; w= ௯ என்பவை தன்மாற்றப்‌ புள்ளிகளாகும்‌. . 

w= eae என்பதில்‌ y £0 என்று கொள்வோம்‌. 

ற 0 எனின்‌ Z=—Bla 
wae எனின்‌ z= —8/y 


a -£ =a என்னும்‌, ~ ôy ௪2 என்று எடுத்துக்கொண்டு 


85-84 
w so sae) ox என்று மாற்றத்தை எழுதுவோம்‌. g= 0 எனின்‌ ட 
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இந்தப்‌ புள்ளி | w | -1 என்ற வட்டத்தில்‌ அமைய வேண்டும்‌. 


a a ` =? 
ay — l . | ௨/2 | — | 
10 என்‌ றிருக்கவேண்டும்‌. 
mY 
w = eid என்று மாற்றத்தைக்‌ கொள்ளலாம்‌, z=a 


ae 
எனின்‌ w= 0 என்பதால்‌ z= a என்ற புள்ளி z pees a த 
தில்‌ இருக்கவேண்டும்‌. அதாவது I (a) > 0. 
(2) £ தளத்தில்‌ |z| <| என்ற 1 ஆரை வட்டத்தை w 
தளத்தில்‌ |w] < | என்ற '1' ஆரை கட்டமாக மாற்ற 
| _ +8 
7745-9 
z=a, 2௪1/8 (18141) என்ற புள்ளிகள்‌ ௨-0, மல என்ற 
புள்ளிகளுக்கு பொருந்துவதாக இருக்கவேண்டும்‌. .. ௫௫ — Ble 


1 
a | 
Z~a 
Bnet aah) 
_8௨ (8-௦) 
| -y (aZ—1) 

z=1 என்ற புள்ளி |w| =1 என்ற வட்டத்திலுள்ள ஏதாவ 
தொரு புள்ளியுடன்‌ பொருத்தவேண்டும்‌. 


ie 


aa = ee l—a 
aa ee ( a—1 


என்று கொள்வோம்‌. 


என்பதில்‌ 


= த. என்று கொள்க, 


= | 


1) 


ws fal etl erro மாற்றத்தை எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
ல்க டப அ தற லல்லு 
bet (4-8) _ | 
1-2 ei (a-e) 
DZC 
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மேலும்‌ z=y ga Cy <1 எனின்‌ 
| z—a | ?— | az—1 | 9=(v2?—246 cos (1-0 
+52) — (b2y2—2yb cos (A—#) +1) 
93 (119) (311) 
(3.1) (1-02)<0 (= y<l [al = b<l 
lea |? 


‘Tai | 
[ம <1... வட்டங்களின்‌ உட்பகுதியிலுள்ள புள்ளிகள்‌ 
பொருந்துகின்றன. 


(3) z தளத்தில்‌ மூன்று வட்ட வில்களால்‌ அடைபட்டுக்‌ 
கிடக்கும்‌ பகுதியை ம தளத்தில்‌ ஒரு முக்கோணமாக மாற்ற : 


w= a என்ற மாற்றத்தில்‌ 4 (z=b) என்றபுள்ளி w= o 
என்றும்‌ B (z= a) என்ற புள்ளி ௨-0 என்றும்‌ மாறும்‌. | மேற்கண்ட 
ar A(b~a) na i 
மாற்றத்தை தா பலனா சனா ற என்று எழுதலாம்‌. மேலும்‌ 82ம்‌; 
A= A(b—a); | : 
àl i 
wee A என்றால்‌ க a என்று மாறும்‌. zi=z—b, wl=w—) 
என்ற மாற்றங்கள்‌ இடப்‌ பெயர்ச்சிகளேயாகும்‌. | 
was என்பது தன்‌ மாற்றம்‌ (inversion) உருப்‌ பெருக்கம்‌. 
(magnification) ஆகும்‌. | 


. A(z=b) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக மூன்று வட்டங்களும்‌ 
செல்வதாகக்‌ கொண்டால்‌, 2--சக்கு w= ஐ. என்பது மாற்றமென்ப . 
தால்‌, . மூன்று வட்டப்பகுதிகளும்‌ w தளத்தில்‌ மூன்று தேர்கோடு 
களாகும்‌. 

 B(z=a) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு வட்டப்‌ - 
பகுதிகள்‌ ௨-0 என்ற புள்ளியின்‌ றும்‌ செல்லும்‌ இரு நேர்‌ 
கோட்டிற்கு பொருந்தும்‌. 
பூதி ப்‌ அ. 0 லல 
(4) w= ETI என்ற மாற்றத்தைக்‌ கொண்டு 

Lz] < 10'<4.ன்‌ வீச்சம்‌ ௭/3 என்ற வட்டக்‌ கோணப்‌ பகுதியின்‌ 
பா நதி க ரோகு கரசி; =m a= cae a ப்பு த 

R= 
Oe 38 
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எனவே r என்பது 0 லிருந்து 1 வரையும்‌ சன்‌. வீச்சம்‌ 0,0 லிருந்து 
௭/3 வரை மாறும்போது R என்பது 0 லிருந்து 1 வரையும்‌ சன்‌ வீச்சம்‌ 
$, 0 லிருந்து ஈ வரையும்‌ மாறும்‌. «| Z| <10<0<a/3 என்ற 
வட்டக்‌ கோணப்பகுதி, தளத்தின்‌ மேல்‌ பகுதியில்‌ அரை வட்டமாக 
மாறும்‌. மேலும்‌ 

(1+a)?—7 (1 —a)? 

(rari ad 


ஃ al lal = R <1 
- [oil 41941) 
“(292.0 
b=x'+1y! எனின்‌ 
= (2-1). ப ee 
(x! +1) ty’ 
_ 10-04 2 H +1)— DY: 
Cx" +D” 
i 
Moje ௮ 
ee ee +1)" +” 
I (4) > 0 என்று அறிவோம்‌ . 
oy = 1(0) > 0. 
டட்சன்‌ 6, 
eS Bt” oF 
cab! ca Rd? 
= Re ip” எனின்‌ 
R= R? 
$' =20" என்றாகும்‌. | 
O<R<o; O<Gh"<x/2 என்றால்‌ 
0<R'<o; 0<o <r 
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c c என்பது ர-- மெய்‌ அச்சுக்கு மேலுள்ள அரைத்தளத்தை 
வரையும்‌. é 
[e—1| < | c1 | என்பதால்‌ 
jw] <] 
| l 
(5) w = yet) என்ற மாற்றத்தை விரிவாக நோக்குவோம்‌, 
85௩0 எனின்‌ ம = © ஆகும்‌ 
n _ dw [ | 1 ] 
S a லு | 
என்பதால்‌ z= + 1 என்பவை மேற்கண்ட மாற்றத்தின்‌ முறிவுப்‌ 
புள்ளிகளாகும்‌. 
1914-79 | 
இடத என்று கொண்டால்‌ l 
ல வ்‌ cos§ —t sing 
uta > | r (cosf +i sind) + | 
= =| cosh (r-+1/r) +i sin 6 (r—1/r) | 
ae = 008d (41/2) க. 


v= sind (r—1/r) 


ல்லது cosh = ——" 
Sie ESE 
sind 5... 
f 2(7--1/7) ந 


or ஒரு மாறிலி எனக்கொண்டால்‌ அதாவது | z | =r=k எனின்‌ 
| | =k ஒரு வட்டத்தைக்‌ குறிக்கும்‌, ர்க்க 
| 9 


ட. இறும்‌... Lelie 


அதாவது ம தளத்தில்‌ இது (1/9), (7-1/7) என்பவைகளை 
முறையே நெட்டச்சாகவும்‌, குற்றச்சாகவும்‌ கொண்ட நீள்‌ வட்ட்‌ 

மாகும்‌. i E 
r > 1 எனின்‌ Ls 1 எனவே நெட்டச்சு “22ம்‌, குற்றச்சு 0ம்‌. | 


ஆகும்‌. அதாவது |z| =1 என்ற «1% ஆரையுள்ள வட்டம்‌ 
_ ம தளத்தின்‌ மெய்யச்சில்‌ u= 1 $= 4-1 ஆக மாறும்‌, . | 
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(6) இப்போது ம என்ற மாற்றத்தை நோக்குவோம்‌. 
w=utiv = pe’? 
g=e+iy = reid என்பதால்‌ 
p=™30 = நரி என்றாகும்‌. 
மேலும்‌ u-+io = re (0087 @+isin n 0) 
u=? cos fs; v = ra sin nf 


B= 720 = (42 4-2)" 


v 
—= tann §. 
u 


௩249202 அல்லது ரக என்ற 2 தளத்தின்‌ வட்டங்கள்‌ 
மிமி அல்லது p= என்ற வட்டங்களாக ம தளத்தில்‌ 
மாறும்‌. குறிப்பாக r= |z] ௫1 என்ற வட்டங்கள்‌ p=] என்ற 
வட்டங்களாகவே மாறுவதை நோக்குக, 

9-- மாறிலி என்பது 2-தளத்தில்‌, ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
நேர்கோட்டை குறிக்கும்‌. P= நரி மாறிலி என்பதால்‌, w தளத்‌ 
தில்‌ அந்த தளத்தின்‌ ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோடாக 
மாறும்‌. =0 என்பது இந்த மாற்றத்தின்‌ முறிவுப்‌ So ae 
இம்மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பை மாற்றமல்ல, 


n= 2 என்று மதிப்பிட்டும 2 என்ற மாற்றத்தைக்கவனிப்போம்‌. 
2520 என்ற புள்ளிக்கு wo = z0? என்ற ஒரே புள்ளியே உள்ளது. 
. ஆனால்‌ w=wo என்ற புள்ளிக்கு z= | ywo]; z=— | ao | 
என்ற இரு புள்ளிகள்‌ உள்ளன... . ie ர 


எனவே இது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றமல்ல, ஆனால்‌ Z தளத்‌ 
தின்‌ மேல்‌ பகுதியை எடுத்துக்கொண்டால்‌, அம்மேல்‌ பகுதியிலுள்ள 
புள்ளிகளுக்கும்‌, w தளத்திலுள்ள எல்லாப்‌ ர அடும்‌ ஒன்றுக்‌ 
கொன்றான மாற்றம்‌ அமைகிறது. 
மேலும்‌ w=u-+iv= (x + iy)? 
= x2 — y2 + 2ixy என்பதால்‌ ப 
அரி) 9) ஏறே என்றாகும்‌, u மாறிலி என்றால்‌, x2—72 = 
மாறிலி என்பது செவ்வக அதிபரவளைவு குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 
அதேபோல்‌ v மாறிலியென்றால்‌, 2 ந. மாறிலி என்பது வேறு. ஒரு 
மேற்சொன்ன அதிபரவளைவு குடும்பத்‌ துக்கு செங்குத்‌ தான செவ்வக 
அதிபரவளைவு குடும்பத்‌ த்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 
மேலும்‌ 2ழ ௫0, நெழு என்பது 6 தளத்தில்‌ இரு செவ்வக : 
அதிபரவளைவுக்‌ கிடையேயுள்ள பகுதியைக்‌ குறிக்கும்‌. U= Vis 0=09 


% 
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என்பது ம தளத்தில்‌ x அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும்‌ இரு 
நேர்கோட்டுக்களுக்கிடையேயுள்ள பகுதியைக்‌ குறிக்கும்‌. 


மேலும்‌ | e—a | =c [a,c என்பவை மெய்‌ எண்கள்‌] என்ற 
வட்டங்களை நோக்குக. 


26 
ib 


. சரா e 
84-8௪ 
டட. 
(4-7 cosh + ic sing)? 
w = 8? +c? cos? —c? sin?0 +2 ac cosh +2iac sing +2 ic? sing cosh 
Wate =c 6% cos? — (2 sind 
+ 2ac (cos Ai sin ரி) 
+ 2723 sinf 005, 


= 202 0089-2108 sinf cosh +- 2 ace’? 
= 26% cospe பதர்‌ 2 ace? 
22 [e cosf +a] ef 
=Re 18 என்க. 
"w= — LR eid என்றாகும்‌. w தளத்தில்‌ w= aaa என்று 


ஆதியைக்‌ கொண்டு R=2ac+ 2c? cosh என்ற லிமக்கான்‌ (Limacon) 
ஆக மாறுவதை நோக்குக. a=] எனின்‌ 


R= ET (1-2 cosh) என்றாகும்‌, இது . ஒரு நெஞ்சு வளை | 


(cardiod) யைக்‌ குறிக்கும்‌. 


(7) w= Nz என்ற மாற்றத்தை நோக்குக. 
aH w=u+iv | 
w= ZaK+y என்க, 

` ஐ நக்கி (u (u?— x) 


அதேபோல்‌ usp நீக்கி y2= 408 (ட x) u= arpa oiei Git 


. கோடுகள்‌ z தளத்தில்‌, ஆதியை குவியமாகக்‌ கொண்ட பரவளைவு 

களாக இருக்கும்‌. மாறிலி குறிக்கும்‌ செங்குத்து நேர்கோடுகள்‌. 
(2, 0) என்ற புள்ளியை உச்சியாகக்‌ கொண்ட .பொதுக்‌ குவிய 
பரவளையாக இருக்கும்‌, இந்த இருபரவளைவு தொகுதிகளும்‌ ஒன்றுக்‌ 
கொன்று செங்குத்தாக இல்லை என்பது நோக்கத்தக்தது.. 
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(8) மல? (ஈ[4 Vz) என்ற மாற்றத்தைக்‌ கவனிக்கவும்‌. 


Wy 
w=tan? — 
2 


991 - 7/2 wa; w= Nz 


என்ற மூன்று மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையே மேற்சொன்ன மாற்ற 
மாகும்‌. 


Wut 
Wy =u + iu 
We = Ug iV 


g=x-+4 என்பதால்‌ 
P E ; பஹு 
முதல்‌ மாற்றம்‌ u+ iv = tan? D 
1--008 897 


132005 Wy 
810) ௭/2 என்ற இரு நேர்கோடுகளை நோக்குக. 


w,=7/2+iv எனக்‌ கொண்டால்‌ cos w=2 sinh v 
l-—isinhv © (l—isinhv)? 
` T+isinko ~~ 1+sin hiv 
ட 1—sin A? o— 27 sin ho 


<: cosh? v 
i ட T கணகட கன டட ம்‌. 
i _— nc — s] a 2 = 2 2 
2 | 2 ந y(i sin h யது sin k? vy =y (Fain h 2) 
cos h? v 
|w| =] 
ர w தளத்தில்‌, wy = 2/2. என்ற நேர்கோட்டில்‌ v= — œ 


யிலிருந்து 4 ௨க்கு நகரும்போது, w தளத்தில்‌, wy” ஆரையுள்ள 
வட்டத்தை நிர்ணயிக்கும்‌. அதேபோல்‌ w, =10 என்று கொண்டால்‌ 
© COS Wy 00810 


=cos hu 


_l=cos ho 
 l+cos ho 


= மெய்‌ யெண்ணாகும்‌. 


eee க்விகிருந்து “(0)” க்கு நகரும்போது w, — 1 ருந்து, க்கும்‌, 
v, லிருந்து - லக்கு மாறும்போது, ம, (லிருந்து - 1க்கு மறுபடியும்‌, — 
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நகரும்‌, ஆனால்‌ 4:௫0, u= r]? என்ற கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 
பகுதி | ௨| ௫1 என்ற வட்டத்தின்‌ உட்பகுதியாக மாறும்‌. 
w, = F We என்பதால்‌ 
9 -தளத்தில்‌ uy=O0, ௨௭/2 என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே 
யுள்ள பகுதி மடி தளத்தில்‌ ௧-0, 9-1 என்ற நேர்கோடுகளுக்‌ 
கிடையேயுள்ள பகுதியாக மாறும்‌. 


மு Ny we தளத்தில்‌ ௫0, y=] என்ற நேர்கோடுகளுக்‌ 
கிடையேயுள்ள பகுதி 2௨4(1-%) என்ற பரவளைவுக்குள்ளே 
யுள்ள பகுதியாக மாறும்‌. எனவே w=tan? (mla y Z) என்ற 
மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌ y? = 4(1—x) என்ற பரவளைவின்‌. உட்பகுதி 
|w] =1 என்ற விட்டமாக மாறுவதுடன்‌ ஒன்றுக்கொன்‌ முன 
மாற்றமாகவும்‌ அமைகிறது. ட 
dw 


— = tan “> sec? ன்‌ oe 
á sin Tla Vz l i 
தவல்‌ Spier X == 
th Nz cow yy. 16 


4 
m i > 
> (8.0 என்று ஆகும்‌ போது) 


்ம=0, ௪௪.0 என்ற “புள்ளிகள்‌ முறிவுப்‌ புள்ளிகளல்ல, 
எனவே மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பு மாற்றமாகும்‌. 


rz icq 
oO) w= oe 2 ஒரு மெய்யெண்‌ 


தை 
தகர ரா கட ப்ப 
ve w oa s Y= pic 
w, + 1 
z= —ic 
[1] 
ந ; wit ` l T 
| &.[ = fe] ள்‌ | என்பதால்‌ 
lz] ௪ |௪[ என்பது | 41] = | ம1| என்பதற்கு 


FLOLO. 


. 181512] என்பது ஆதியை மையப்புள்ளியாகவும்‌ | ச] ஐ. 
ஆரையாகவுமுள்ள வட்டத்தைக்‌ குறிக்கும்‌... | . 
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| w+] = | wl | என்பது மெய்‌ அச்சின்‌ மேல்‌--1, 1, 
என்ற புள்ளிகளுக்கு சமதூரத்திலுள்ள புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதை 
யைக்‌ குறிக்கும்‌. அதாவது மெய்யிலா அச்சை குறிக்கும்‌. 
எ) —c<ysc என்ற நேர்கோட்டை நோக்குக. 


்‌ atic 2 
Ww, = —— என்ப 
1 2-46 து 
C த $ 
டப்‌ a மெய்யெண்‌ 
J அ 8 


உட க்கும்‌ க்கும்‌ நடுவே அதன்‌ மெய்‌ அச்சிலுள்ள 
மதிப்புகளை பெறும்‌. 


ப 


௦ b 


படம்‌ 8 
தளம்‌ ந தளம்‌ 
ABOCA என்ற அரைவட்டப்‌ பகுதி W, தளத்தின்‌ மூன்றாவது 
கால்‌ வட்டப்‌ பகுதியாக மாறும்‌. மேலும்‌ w= w? என்பதால்‌ 
ஐ (re ihya என்க 
~ P=r? 3 6=29 
wi தளத்தின்‌ மூன்றாவது கால்‌ பகுதியில்‌ T <l <Ira என்ற 
படி. ரி அமையும்‌. , ழோ அல்லது 
0 << 9 என்றபடி > மாறும்‌, எனவே w தளத்தில்‌ அதன்‌ 
மேல்‌ பாதித்தளத்தை, குறிக்கும்‌. ஆகவே z தளத்தில்‌ |z] = 
நக ஏன்‌ கோண வீச்சம்‌ ௫ எ[, என்ற அரைக்‌. கோணப்‌ பகுதி 
w தளத்தில்‌ மேல்‌ பாதி தளமாக மாறும்‌. | 
(10) அடுக்குக்குறி (exponential) மாற்றம்‌, 


ஐ என்ற அடுக்குக்குறி தறை இப்போது கவனிப்‌ 


~~ போம்‌, 


(wad FY (ப Etis) 
mek AI 


=” [cosy+i sin y] 
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w= pe? எனின்‌ 
p= $ =y என்றாகும்‌, 


மாறிலி என்ற & தளத்தில்‌ * அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 
கோடு மாறிலி என்று மாறுவதால்‌, ம தளத்தில்‌ ஆதியின்‌ வழி 
யாக செல்லும்‌ நேர்கோட்டை குறிக்கும்‌. 


s Dh y= என்ற x அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும்‌ 
இரு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள பகுதி, w தளத்தில்‌ ஆதியின்‌ 
வழியாக வரையப்படும்‌ இரு நேர்கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள 
பகுதியாக மாறும்‌. 

டதத. 


2 Æ 0 என்பதால்‌, இணங்கு சார்பை முறிவுப்‌ புள்ளி 


களே கிடையாது. ஆதலின்‌ மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பையாகும்‌. 
குறிப்பாக) ௫0, y=r என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்‌ ar தளப்‌ . 
பகுதி, w தளத்தில்‌ ௫0, b=a என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே - 
யுள்ள பகுதி. அதாவது மேல்‌ அரைத்தளமாக மாறும்‌. அப்படி. 
யல்லாது 0 <y <r என்றும்‌ o <o <O என்றும்‌ அமையும்‌. அரை 
கந்தழி துண்டுப்‌ பகுதி, 049 4ஈ$ spal என்று அமையும்‌. 
w தளத்தின்‌ மேல்‌ பகுதியிலுள்ள அரைவட்டமாக மாறும்‌. 


அதே போல்‌, 4-1, x= என்ற அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 
கந்தழி துண்டு பகுதியானது p= elis p=el என்று அமையும்படி 
இரு, ஒருமையப்‌ புள்ளி P பத்‌ த்வத்‌ elie alte 
மான பகுதியாக மாறும்‌, 


- (11) மடக்கை le aia மாற்றம்‌ | 
81௦24 என்ற மாற்றத்தை இப்போது நோக்குவோம்‌. 
dw 


1 
—— = ge 


2-0 என்ற புள்ளி முறிவுப்‌ புள்ளியாகும்‌. walg Z என்பதால்‌, 
8௪ என்றாகும்‌. ஆகவே மேற்சொன்ன மாற்றங்களை ஒன்றை மற்‌. 
றொன்றாக மாற்றவும்‌, அதாவது உதாரணமாக Z தளத்தில்‌ ஆதி. 
யின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு தேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
பகுதி, w தளத்தில்‌ அதன்‌ மெய்‌ அச்சுக்கு இணையாக வரையப்‌ 
படும்‌ இரு ந்து ப்ப ப்‌ சந்திப்‌. பகுதியாக 
மாறும்‌. ்‌ 


குறிப்பு: (1) மச என்பது” ஒரு மதிப்புள்ள: மாற்றமாகும்‌. : 
ஆனால்‌ w=log 2 என்பது பல மதிப்புகளுள்ள மாற்றமாகும்‌. 
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(2) ம-2” என்ற மாற்றத்தை w= 108 என்று கொண்டு 
மச 1; w=% log z என்ற இரு மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையாக 
கருதவும்‌. 
(12) z=c sin w என்ற மாற்றத்தை இப்போது நோக்குவோம்‌. 
[இங்கு 6 ஐ மெய்யெண்‌ என்று கொள்வோம்‌. ] 
x+ip = ர sin (u-+iv) 
2 [sin u cos iu + cos u sin iv] 


| 


=: ¢ [sin u cosh v+i cos u sinh v] 
x = ¢ sin u cosh v 
J = cos usin ku 


ஐ ஒரு மாறிலி என்று கொண்டால்‌ 
டசி J Parag 
கமகம எண்றித்‌ | என்றாகும்‌, 

எனவே க்கு வெவ்வேறு மதிப்புகள்‌ கொடுத்தால்‌ 1 என்பது ஒரு 

குவியமுள்ள நீள்‌. வட்டங்களாகும்‌. i 


மேலும்‌ மன ஃ௱[ட; = என்ற. கோடுகளாலான நீண்ட 
சதுரத்தை ம தளத்தில்‌ எடுத்துக்கொள்க. u= tol, என்பதால்‌ , 
cos u எப்போதும்‌ நிறையெண்ணாகவே இருக்கும்‌. v=A என்றால்‌ 
A=cos u sinh A என்பதால்‌, ற ஒரு நிறை யெண்ணாகும்‌. ஆனால்‌ x 
என்பது coshA என்பதிலிருந்து ௦ ௦58 என்ற மதிப்பு வரை 
மாறும்‌. அதாவது) ஒரு நிறை எண்‌ என்பதாலும்‌, x (௮௦ cos ha, 
c cos hà) என்ற இடைவெளியில்‌. இருப்பதாலும்‌, w தளத்திலுள்ள ' 
மேற்சொன்ன நீண்ட சதுரம்‌, *-அச்சின்‌ மேல்‌ பக்கத்திலுள்ள 
அரை நீள்வட்டமாக மாறும்‌, an 


u= ட என்றால்‌, ௫0, ௩௪-௦ cosh என்றாகும்‌. எனவே v 
என்பது - 4 லிருந்து +A வரை மாறும்போது x= --ர coshas x= —6 


cos Ô= —¢3 x= ட 008/2; என்று ஆகிறது. . அதாவது x என்பது 
—c 008 என்ற உச்சிப்‌ புள்ளியிலிருந்து --7 என்ற இ டது : 
வந்து --0 cos ha srn உச்சிப்‌ புள்ளிக்கும்‌ திரும்பும்‌, ' 


அதேபோல்‌ v= — À என்றால்‌, z என்பது x அச்சின்‌ கீழ்‌ பாகித்தி 
லுள்ள அரை நீள்‌ வட்டமாக மாறும்‌, மீ என்று கொள்ளும்‌ 
| Gurg y=0, x=c cos hu என்றாகும்‌. அப்போது x, ௦௦8, என்ற 
உச்சி புள்ளியிலிருந்து 6 என்ற குவியப்‌ க வந்து e cos ha 
` என்ற உச்சிப்புள்ளிக்கு த திரும்பும்‌. 
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எனவே ம தளத்திலுள்ள U= trj v= tA என்ற நேர்கோடு 
களாலான நீண்ட சதுரமானது 2 தளத்தில்‌ நீட்டச்சின்‌ இரு 
முனைப்‌ புள்ளிகளிலிருந்து அதற்கு சமீபத்திலுள்ள குவியப்புள்ளி . 
களுக்கு இரு பிளப்புகளைக்‌ கொண்ட நீள்‌ வட்டமாக மாறும்‌. 


குறிப்பு : Z=csinw (e மெய்யெண்‌) எனின்‌ w=sin (gfe) 
என்றாகும்‌. எனவே ம, zap பொருத்து முடிவில்லாத பல மதிப்பு. 
களுள்ள சார்பாகும்‌. . த்‌ 


மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ 
வட ககர ட்ட 5 ack 
(1) டத பனா என்ற மாற்றம்‌ *2பழ2 40 என்ற 
வட்டத்தை 4 43௨0 என்ற கோடாக மாற்றுகிறது எனக்‌ 
காண்பிக்க. A 


r 


~ 22+3 
து ராத்‌ 
+S 
இலலை | 


மம | f (1) 


w-2 J 
வட்டத்தின்‌ சமன்பாடு 484.49 Ay 
(x—ip)—4x=0 என்று எழுதலாம்‌. 


0 என்பதை (ற்‌). 


| ௪42 என்பதாலும்‌, (1) ஆலும்‌ இந்த சமன்பாடு. 
40943. 4w43 - (4043 4w4+3 
pag es (HS, as 


— 
= 


“2 (wtn)43=0 
oe 383௮0 (ஐ. 32 9). 
இது & தளத்தில்‌ ஒரு நேர்க்கோடு ஆகும்‌, 


94g 
(2) க ip என்ற மாற்றம்‌ . 


... 8 தளத்தில்‌ ஒரு நீள ஆரமுள்ள வட்டமாக ஆக்குகிறது என்று 
 நிறுவுக. . இந்த வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ கண்டுபிடிக்க, 
| | த ம்‌ டட _ 2045 : க. 
5-2 தர க 
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ஜே. 2w-+5 
Z = ford 4w +4 
4 (மி) + 20 0425 on ன்‌ 
16 (alge as Oy hy ae 
16 (+ + uF 1) eee 


அ மெய்யெண்‌ (7. u, ஏ மெய்‌ எண்கள்‌) 


|z| -1லிருந்து | 8| 221 அதாவது 44 ௫1 3 4 (கீ) 
90442516 (w4+vI4+2u+1) அதாவது மழு $0, இது 
w தளத்தில்‌ வட்டத்தைக்‌ குறிக்கிறது. இவ்வட்டத்தின்‌ மையம்‌ 


($30) 


ஆரம்‌ : ஏ 


பயிற்சி 


le w = eS என்பது 3 தளத்திலுள்ள மெய்யச்சை ம தளத்திலுள்ள 
வட்டத்திற்கு மாற்றுகிறது என நிறுவுக, இவ்வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ 
ஆரத்தையும்‌ காண்‌. ae 


| ட DeLi 
2. ay மெய்யெண்‌ மாறிலி என்றும்‌, w க அலல்‌ என்றும்‌ கொள்க, 
aie 
£ தளத்தில்‌. மெய்யச்சுக்கு ஒத்த w தளத்திலுள்ள வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ 
ஆரத்தையும்‌ காண்‌. 


3. a மெய்யெண்‌ : a, b3 சிக்கலெண்கள்‌ : 181214 என்றால்‌ wae it 
az +b 
a+bz 

வட்டத்தின்‌ அகத்திற்கு மாற்றுகிறதெனக்‌ காண்பிக்க. 


என்ற மாற்றம்‌ | 8 | -1 என்று வட்டத்தின்‌ அகத்தை | w | 1 என்ற 


4. Tw 22 hot peed = 0. என்ற மாற்றம்‌ | 10௪1: என்றால்‌ 
|z| =1 என்ற அட்டக்‌ |w] =l என்ற தடவத்‌ க என 
Boys. - 

(5. |w] =l என்ற வட்டத்தை |z—-1| =] என்ற வட்டத்திறிகும்‌; w=; 
w=l என்ற புள்ளிகளை முறையே z=}, z= 0 nen புள்ளிகளுக்கு தன்‌, 

 மோபீஸ்‌ பத்க்‌ காண்க. 


6. (w +1)? = & என்றால்‌ w verdes உள்ள ஒரு நீள ஆரமுள்ள. 


வட்டத்திற்கு z தளத்துள்ள. பர்வளையும்‌ ஒத்தது. எனவும்‌, டம்‌ அகம்‌ 
ஆனது. eee ee புறத்துக்கு ஒத்தது என்வும்‌ நிறுவுக, a 


சி 


4. சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌ 
(Complex Integration) . | 


4.1. இப்போது  சிக்கலெண்ணைக்‌ கொண்ட சார்பலனின்‌ 
தொகையிடலை விவரிப்போம்‌. . | 
கரலி என்று கொண்டு x = $ (t); y= Ft) என்ற இரு 
சமன் பாடுகளும்‌ ஒரே: சமதள வளைக்கோட்டின்‌ வில்லைக்‌ குறிக்கும்‌. 
aot. அடைபட்டுக்‌. கிடக்கும்‌ இடைவெளி (8, 8)ஐ ‘ 


a= to நீடி. fast = B என்ற புள்ளிகளலால்‌ பிரிக்கவும்‌. Pots 
என்றால்‌ x எ 6 (8); p = P (tx) என்ற புள்‌ ளியைக் குறிக்கும்‌. இதை 
pr என்று குறித்தால்‌, வளைகோட்டில்‌ fy, fi, நில நித்தில 
என்ற எண்பது உண்டாகும்‌. இந்த பல கோணத்தின்‌ நீளம்‌ 


ஆ Ér- he ஆகும்‌. 

= 

n நீளம்‌ = a t imira + O=?) 

7 இந்த நீளம்‌, (æ, 8) என்ற இடைவெளியை பிரிக்கும்‌ புள்ளிகளைப்‌ 
_பொருத்ததாகும்‌. எனவே (a, 8) இடைவெளியை “பல்வேறு 


- விதமாக புள்ளிகளாய்‌ பிரித்தால்‌, பல கோணத்தின்‌ நீளம்‌ மாறும்‌. : 
அப்படி ஏற்படும்‌ வெவ்வேறு நீளங்களுக்கு. A என்று ஒரு மேல்‌ : 


எல்லை (upper bound) இருக்குமானால்‌, அந்த வளைகோட்டை, நீளம்‌ 


காணும்‌ வளைகோடு.  (rectifiable curve) என்போம்‌. அதன்‌ நீளம்‌. 
A என்க, இப்போது cs அதன்‌ து “8 வதம்‌ அடர்‌ என்று : 


ஆராய்வோம்‌. 


(0); Y (t). என்ற aoe சார்பலன்கள்‌ (a, 8) an இடை 
வெளியில்‌ எல்லையோடு மாறுவதாக... (bounded variation) கொள்‌ 
o வோம்‌. மேலும்‌ ஓ! ( (i) ; T (t) என்பவை பலகட்ட வர சார்பலன்‌ . . 


சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌ . ை | 51: 


களென்று கொண்டால்‌, x =  (t)3 y = > (1) என்ற சமன்பாடுகள்‌ 
- நிர்ணயிக்கும்‌ வளைகோடு a<i<f என்ற இலக்‌ ட 
காணும்‌ ன அதன்‌ டு 


ர்‌, தட உனர பத்‌ 


என்றும்‌ ஆகும்‌. 


எனவே gz = ம 0411) என்ற ஜோர்டான்‌, வளை 
கோட்டை ௨7 நீ என்ற இடைவெளியில்‌ நிர்ணயித்து, P(E); 11) 
என்ற சார்பலன்களைத்‌ தொடர்ச்சியாகக்‌ கொண்டால்‌, ஜோர்டான்‌ 
இழ்டம்‌ ஒழுங்கான தாகும்‌. அதன்‌ நீளம்‌ PAD வ. 


j V0 ச [0 4: எனலாம்‌. 
308 ப 
இப்போது உருவரை (contour) ஐ வரையறுப்போம்‌. முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கையுள்ள ஒழுங்கான வில்களைக்கொண்ட ஒரு தொடர்ச்சி 
யான ஜோர்டான்‌ வளைகோட்டை உருவ வரை என்போம்‌. 
எனவே ஒரு உருவ வரை நீளம்‌ காணும்‌ வளை கோடாகும்‌, 


ர ச ம்‌ ISA 
வரையறை : கி | | YV t டக்‌ 
Z என்ற சிக்கல்‌ மாறியிலான சார்பலனின்‌ தொகையை வரை 
யறுப்போம்‌. l 


2 என்ற. சிக்கல்‌ r Aiora சார்பலன்‌ Por A, B, என்ற 
புள்ளிகளை முனைப்புள்ளிகளாகக்‌ கொண்ட ஒழுங்கான வில்லின்‌ a 
மேல்‌, தொடர்ச்சியானதாகக்‌ கொள்க. L என்ற வில்லில்‌ A= 0 i 
` Zis ஜே போயி என்று n— “புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள்க. ப்‌ Ze 

என்ற வில்லின்‌ பகுதியில்‌ bx என்ற புள்ளியைக்‌ காண்க. s 


E i EOC, கூட்டல்‌ 


டர்‌) என்றும்‌ 
எ Ni என்றும்‌ கொண்டால்‌ re 
F =i (om n); v, =O (சே படி என்று எழுதுக. Te 


S [டிச Catin "Xy am) ம, 


r=] 
என்றாகும்‌. 


அத 0 a | | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
Ois) = P(t, — 1) 
= (ts —ty—1) $ F (Tr) 


அதைபோல்‌ IDs = WG) Y ட 
(8-1) Y A (௭,2) 


i 


ஆனால்‌ கடர Xr 


il 


இங்கே ௭, எூஃ என்பவை 


ட L ளட L frj நட < ளம்‌ <b, என்ற சமமின்மைகளுக்‌ க்கு 
கட்டுப்பட்டிருக்கும்‌. எனவே (1) என்பது | 


3 Tari f (நள +i Pe (ஸ்‌) (ty —tr—1)] (2) 


r=] 


என்றாகும்‌. இங்குள்ள சார்பலன்கள்‌ Uy, டி Pt, VICE) என்பவை 
தொடர்ச்சியானவையாதலால்‌ அவைகள்‌ எல்லாம்‌ ஒரே சீரான 
தொடர்ச்சியானவை (uniformly continuous) எனவே e>O என்று 
கொடுக்கப்பட்டால்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தபடி. 8 (4) என்பதைக்‌ கண்டு 
பிடித்து [நர | < ô என்ற சமமின் மைக்கும்‌ 

| uy ழ்‌ k (st ,)—u (Hy, Ir) $ 1 (ty) | < € 
என்றாகும்‌. மேலும்‌ 


n 
[e Ctr—tr—1)] =e (into) 
௪1. > ்‌ 


ஃ ஒ Ô என்பவை 0'வை அணுகும்போது 


g [4 s$ 1 (எ) (ty மடு] 3 5 buen 22) ட (t) X(t y) 
r= r=l | 

என்பதை அணுகும்‌. 

இதன்‌ எல்லை (limit) fu TIO: Od 


ப்‌ தெளிவு. அதைபோல்‌! e, 6-0 penne இன்‌ மற்ற 
புள்‌ படப்‌ அணுகும்‌. எனவே (2). 


í a ao என்ற 03) 


சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌ ன்‌ 53 
எல்லையை அணுகும்‌. இந்த எல்லையை, | என்ற வில்லின்‌ வழி 
f (z) என்ற சார்பலனின்‌ சிக்கல்‌ தொகை என்போம்‌. இதையே 


fre dz என்று குறிப்போம்‌. அதாவது. 


SFE de = f [Cu+tio) (2104711107 di என்றாகும்‌, 
ட ௫ 


0 என்ற உருவரை முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள Lr என்ற 
- ஒழுங்கான வில்களைக்‌ கொண்டிருந்தால்‌ 


| re dz=% ec! dz என்றிருக்கும்‌. 
Lr 


4.2. தேற்றம்‌ I லகில்‌ மேல்‌ வரம்பு (Upper ` bound of a» 
டா... Contour Integral) கு 


g4 நீளமுள்ள ட என்ற ர்வ ன்‌ மேல்‌ F) என்பது 
- தொடர்ச்சியான சார்பலன்‌ என்க, மேலும்‌ | f(z) | < M என்றும்‌ 
கொள்க. 


அப்போது ee < MI என்றாகும்‌. 
L- 


ட என்பதை ஒழுங்கான வில்லாகக்‌ கொள்க, 


| 
i 


| | HOLA = J EHP HERY ae! 
k J -o 


கவல | 
<f | உஸ்‌] [OT | dé 


= (M HORHE 


=< Mi 


சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


+ 3. தேற்றம்‌ 11 கோசியின்‌ தேற்றம்‌ (Cauchy’s Theorem) 


7 (8) என்பது ஒழுங்கான சார்பலனாகவும்‌, CG என்ற மூடிய 
உருவரையின்‌ மேலும்‌, அதற்குள்‌ ளேயுமுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ 
J31 (2) தொடர்ச்சியான பலனாகவும்‌ கொள்க, 


J (z) d z=0 என்று pon 


ன்‌ மேலும்‌ அதற்குள்ளேயுமுள்ள. புள்ளிகளைக்‌ கொண்ட 
அரங்கத்தை D என்று குறிக்க. 


] f@de= fati) d(s+ip) 
ட்ட G | | 


= fu d யன்‌, u dy+i 2 dx—o dy 


= முக்க dy)+i f datu dy) 


ஆனால்‌ கிரீன்ஸ்‌ தேற்றத்தின்படி மதக 
ரணை பத ம்‌ sdy 


[இங்கு pi q; Ss, 22 என்ற. எல்லா சார்பலன்களும்‌ 


Oy 
தொடர்ச்சியான. வகையாக இருக்கவேண்டும்‌. ] . 
மேலும்‌ 71(2) = Uptidy ததத 
ட Uy Oy 
"aeria [7 28, 


f (ee என்பது தொடர்ச்சியான ர்க்‌ 


த Maen JI (oat ஆஸ்க்‌. 
பு (8 al 3 7a 
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08 ðu ôu. ce 


rae is By? . TE = —— டம்‌ இ. சமன்பாடுகளின்படி.:] 
டர்‌ f(g) dz = 0. 


)) குறிப்பு: (a) மேற்கண்ட தேற்றம்‌ சரியாக இருக்க f'(z), 
தாடர்ச்சியான சார்பலனாக இருக்க வேண்டியதில்லை யென்று 
கோர்சார்ட்‌ (Goursat) என்ற கணித Gums நிரூபித்தார்‌. 
்‌ தேற்றத்தை 'நிரூப, D அரங்கிலுள்ள ர தம்பம்‌ fr 
வர்தா வான்‌ l 


(8) Carsirp மூடிய உருவரையின்‌ மேலும்‌ அதனுள்ளும்‌ அமைந்த 


ப்ப SR) ஒழுங்கான தாக இருந்தால்‌, jw dz = 0. 


இந்தத்தொகை இருக்கிறது. ஏனெனில்‌ ஒழுங்கான சார்பு fle 
தொடர்ச்சியாய்‌ உள்ளது. மேலும்‌ தொடர்ச்சியான சார்பு தொகை 
யிடத்தக்கது. உருவரை ன்‌ வெளிஎல்லைக்‌ (அதாவது புற எல்லை) 
கோடாகக்கொண்டு, x -, J அச்சுகளுக்கு இணையான கோடு . 
களால்‌ ஆக்கப்பட்ட  சதுரங்களை அமைத்தோமானால்‌, ஆனது 
்‌. வலைக்கண்களின்‌ தேறிய வேலை (net work of meshes) யாகப்‌ 
.. பிரிக்கப்படுகின்றது. இவ்வலைக்கண்கள்‌ சதுரங்களாகவோ, சதுரங்‌ . 
்‌ களின்‌ பாகங்களாகவோ பிரிக்கப்படுகின்‌ றன. 


G வரையப்பட்ட திசையிலேயே வரையப்பட்ட வலைக்கண்ணின்‌ ‘ 
(mesh) எல்லைக்கோடு (houndary) y என்றால்‌ 


பசில்‌ =z x Koa dle) 


“a” நீளமுள்ள சதுரவரை S6 ன்‌ தன்ட அப்‌ என்ற பள்ளி, இருக்கு 
l மாயின்‌ | 8-2 | <a என்பதாலும்‌ ன்‌ சீனம்‌ 4a என்பதாலும்‌. : ie 


| | டட dz 
S 


என்பது உண்மை. 


< 4 jee ge x வ பின்‌ ப்‌ 


இப்போது இரு தனைத்‌ தேற்றங்களை நிறுவலாம்‌, 


56 ... சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
துணைத்தேற்றம்‌ : Lemma 1. | | 
( ஆனது மூடிய ee | dg = oJ gdz = 0 
C 
நிறுவல்‌ : . 


n 
faz = lim E { (1) = 1} = 0. 
G 71 
^ max இட =z- | ஆ. 


மேலும்‌ J ea = lim 31 zy (ஆய) } 


lim £ { 221 ( போய) } 


ah, 


bes 7 | | 
= = lim = { (Zr ஆழ) (Ze —2r—1) 3 


pa 


lim 2 (Z,2 எனில்‌ 1) 


கடி 
= 


| துணைத்தேற்றம்‌ 2: “tar” வின்‌ துணைத்தேற்றம்‌ (Goursat’s 
Lemma) | | tee fat 

கொடுக்கப்பட்ட க்கு, தகுந்த குறுக்குக்கோடுகளால்‌ (யின்‌ 
அகத்தை மூடியுள்ள. எண்ணிக்கையுள்ள வலைக்‌ கண்காளாகப்‌ 
பிரிக்கலாம்‌. இவ்வலைக்கண்கள்‌ சதுரங்களாகவோ, சதுரங்களின்‌ 
்‌பாகங்களாகவோ அமையலாம்‌. அப்படியானால்‌ ஒவ்வொரு வலைக்‌ . 
கண்‌ Ser உள்ளே ஒரு புள்ளி Ko ஆனது ட்‌ 


o F R)I (zo) எர? (zo) (எ) + ey [௫ | i 
TE | W zes |e | <e (1) 
என்றவாறு இருக்கிறது. . e த 
நிறுவல்‌ : .. na 
இத்துணைத்‌ தேற்றம்‌ பொய்யெனக்கொள்க. 
ஜே எவ்வகையிலாயினும்‌ துண்டங்களாக்கினாலும்‌, குறைந்த 
பட்சம்‌ ஒரு வலைக்கண்ணாவது (1) ஆனது பொய்யாகும்‌ வகையில்‌ : 
இருக்கும்‌. அப்படியானால்‌, ன்‌ மீதோ, உள்ளேயோ, ஒரு புள்ளி g 
ஆனது 7(2) ஆனது வகையிடத்தக்கதல்ல என்றவாறு இருக்கிறது. . 
எனக்காண்பிக்கலாம்‌. - ர கா. oe பக்கு 
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CT என்னும்‌ பெரிய சதுரத்தில்‌ அடைக்கவும்‌. [ன்‌ பரப்பு. 
A என்றிருக்கட்டும்‌. T ஐ. நன்னான்கு பாகங்களாக வெட்டவும்‌ 
(quadrisection). அப்படிச்‌ செய்யும்போது, ன்‌ ஒரு பாகத்துக்கு 
(1) ஆனது பொய்யாகட்டும்‌. அப்பாகம்‌ Ty என்க. Ty ஐ மறுபடியும்‌ 
நன்னான்கு பாகமாக்கு. Ty or ஒரு பாகத்தை எடுத்துக்கொள்‌. 
இதனை Ta என்க. இதுபோல்‌ Ty, To, Mg. க Ta என்ற முடி: 
வில்லாத சதுரங்களின்‌ ஒழுங்கு வரிசை (sequence) ஆனது, ஒரு 
பாகம்‌ அதற்கு முந்தைய பாகத்துள்‌ அடங்கும்‌ வகையில்‌, கிடைக்‌ 
: கின்றது. இந்த ஒழுங்கு வரிசையின்‌ எல்லைப்‌ புள்ளி C என்க. இந்த 
E ஆனது ன்‌ உள்ளே அல்லது அதன்‌ மேல்‌ இருக்க வேண்டு 
மென்பது தெளிவு. 


F(z) ஆனது மீ இடத்து வகையிடத்தக்கமையால்‌, 
FeFe = FUE) itet | 2-8 | | 
இவ்விடத்து, | z= | ன்‌ சிறிய மதிப்புகளுக்கு | ef | <e 
என்றவாறு சிறிய | 8-8 | க்குத்தக்கவாறு ஐ மையமாகவுடைய 
வட்டத்துள்ளே எல்லா. Tb ஒரு குறிப்பிட்ட Pm ஐத்‌ தவிர. 
இருக்கின்றன. இது ஒரு எதிர்‌ மறுப்பு. ஏனெனில்‌ 6 வை ஆ ஆக 


எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ சமன்பாடு (1) ஆனது மெய்யாகி விடு .; 
கின்றது.  கூர்சாவின்‌ துணைத்தேற்றம்‌ நிறுவப்பட்டது. 


, கோசித்‌ தேற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ ஸூ. | 

ன்‌ அகத்தைப்‌ பற்றி அல்லாது ன்‌ புறத்தைப்‌ பற்றி நமக்குக்‌ 
கவலை இல்லை. Car அகத்தைப்‌ பிரிப்பதால்‌ கிடைக்கும்‌ வலைக்‌ ' 
கண்களில்‌ சில சதுரங்கள்‌, மற்றவை ஒழுங்கற்றவை. ஒவ்வொரு 
வலைக்கண்ணின்‌ எல்லைக்‌. கோட்டைச்‌ சுற்றி, oe. ஐத்‌ தொகை 
யிட்டால்‌, துணைத்தேற்றம்‌ (1) ன்‌ படி 

| [re dz = f ey le-zo| dz 

Ue ote a | 

. எல்லா வலைக்‌ கண்களுக்கும்‌. 

{Fe dz= 3 fevle-zol dz | 

G P | 


என்பதில்‌ 


] 70984 <3 fevle-eol Idz] 


y 
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பது ஆனது முழுச்சதுரமாக இல்லையெனில்‌, 71 ஐ நேர்க்கோடு 


a களைக்‌ கொண்ட ஏ; ஆகவும்‌ Cor பாகங்களைக்‌ கொண்ட yo ஆகவும்‌ 


_ பிரிக்கலாம்‌. 


| és | < என்பதால்‌ 


5 இ. <e4V2 A 
yı $ E 
இதில்‌ A என்பது ஜே உடைய பெரும்‌ சதுரம்‌ [ன்‌ பரப்பாகும்‌.. 


மேலும்‌ ya பகுதிகளின்‌ நீளங்களின்‌ தொகையானது நீளம்‌ காணத்‌ . 
தக்க வளைகோடு (ன்‌ நீளம்‌ [க்கு மிகையானது. 


Tór மூலை விட்டத்தின்‌ நீளம்‌ K என்க, 


& [சச] =k 


sl fe lezol da] | 4412 
Ya . SA 


f Jf (z) dz < Be, B ஒரு மாறிலி. 
| ¢ | த 


e என்பது பாதாவதொரு எண்ணாதலால்‌ தேற்றம்‌ நிறுவப்‌ 
பட்டது. . நி ப 


4.4. கோசியின்‌ தொகையும்‌, ஒழுங்கான. ட வகைக்‌. 
$ கெழுக்களும்‌. | | 

. கோசியின்‌ தொகையின்‌ உதவியால்‌ மூடிய உருவரை Coir I 
ஏதாவதொரு et ஒழுங்கான . சார்பு. 7 (வன்‌ Gene 
எழுதலாம்‌. i 


தேற்றம்‌ Ti 


மூடிய உருவரை (ன்‌ மீதும்‌, உள்ளேயும்‌ f (o) s ஆனது ஒழுங்‌. > 
கானது ன | | 

ட க 0 dz Se eee 
2 ன f சமி =f (1) 
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ன்‌ உள்ளே முழுமையாக இருக்கு 
மாறு ஐ ஆரமாகவும்‌ z= ரீ ஐ மைய 
மாகவும்‌ வைத்து ஒரு சிறிய வட்டம்‌ 
வரைக, க்கும்‌ ரக்கும்‌ இடையேயுள்ள 


வெளியில்‌ ர்‌ (2) = Lk Et ஆனது டவல 


- உள்ளது, | Cc 
ean (Ee படம்‌ 9 
(ன்‌ உண்ணக்‌ புள்ளியை ஏன்‌ ஏதாவது ஒரு பன்னிய 
இணைக்குமாறு குறுக்கு வெட்டி (cross cut) ஒன்றை அமைத்தால்‌ 


1 என்ற மூடிய உருவரை கிடைக்கின்றது. இவ்வுருவரையில்‌ $ (2) 
ஆனது ஒழுங்காய்‌ உள்ளது. ஆதலால்‌ கோசியின்‌ தேற்றப்படி 


J (9 620 


உருவரை: 1' வை இடஞ்சுழியாகச்‌ சுற்றினால்‌ குறுக்கு AE He 
ஆனது இரு தடவை சுற்றப்படுகிறது. 


J $ (z ee - fro dz=0 = 


aad fide ட Cf (a 
~ 2௭8 no T rj 2 mi Z-€é 
gat te- ம. | a 
மதக்‌ 
CF) dz 
eae னக aa 


oe 
FO die? PA 


= fil) என்கிறது 


ams PET) 
தேற்றம்‌ ன்‌ படி 
p 70-01 சக்‌ ட] pre-e e 


z=% Be 


60 | சிக்கலெண்களின்‌ குத்துவம்‌. 


7(2) ஆனது 2=¢ இடத்துத்‌ தொடர்ச்சியாய்‌ உள்ளதால்‌ மேற்‌ 
கண்ட சமனின்மையில்‌ இடது பக்கத்து கோவை ஆனது 840 
என்னும்போது 0ஐ நெருங்குகிறது. 


J (2) dz = f (ê) | 
rae z-é 


; தேற்றம்‌ IV 


D என்பது ஒரு அரங்கமென்றும்‌, Dd C ஆனது z= EME 
சுற்றியுள்ள சிக்கலற்ற மூடிய உருவரை யென்றும்‌ கொள்க. J) 
ஆனது D அரங்கத்தில்‌ ஒழுங்கானதென்றால்‌ அதன்‌ வகைக்‌ கெழு 
ஆனது. 


Fields 
இ Bet J Gey 


நிறுவல்‌ 

5 தேற்றம்‌ 111ன்‌ படி : 

feet fe EE N 
Qari Gace | a) J (edz 


| f (2) hflg) 

- ர த பது (த கரு fe 
| T : 

= 7A Teat 


Coir Pen உள்ளேயும்‌ (2) ஆனது ஒழுங்கானதால்‌ f (2 
ஆனது வரம்புள்ளது. 
ன்‌ மீது, [701M 
ன்‌ புள்‌ ளிகளுக்கும்‌ க்கும்‌ இடையே உள்ள பபப கீழ்‌ 


வரம்பு d என்க. 


[4] <48 என்றவாறு h 'ஆனது மிகச்‌. சிறியதாகத்‌ தேர்ந்‌. 
தெடுக்கப்பட்டால்‌, 


h MI | ர 
|I| < m டர id இதில்‌ ae என்பது ன்‌ தட்‌ 
2 KAI 


171 ee 
— jee de 
Ate) = GF 


சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌, a 6l 


தேற்றம்‌ V 


fg) ஆனது அரங்கம்‌ மல்‌ ஒழுங்கானதாய்‌ இருந்தால்‌, மன்‌ 
ஒவ்வொரு புள்ளி ச்‌ இடத்து 7(2க்கு எல்லா வரிசைகள்‌ உடைய 
வகைக்கெழுக்கள்‌ ௨ உள்ளன. ரக மதிப்புகள்‌ 


J (E) = 


ட்‌ 


'தேற்றமானது 2 க்கு உண்மையென்க. 


|m ப 
Qari C C T 


அதாவது ரீக (£) = 
என்பது உண்மை. 
ந்திய வ வட, 
ட 


a h nti 
a gu) ye (=ë) 


Dri 
a T TER eae Fe) de 


க டத்‌ ள்‌ 
“௫ தரத்‌ அடக்கம்‌ கடட அலது 


(m+ 1) (௩42) கத எ 
m1; | fea 


ol im | fe fle) dz f (2) dz 


க | | 
ee sr டு J. 
டசி r T TRUS oe | 
lim Je (£+h)—(F™ (é) 
" h->0 ட h. . 
_ (mti ( JR d 2 AOL dz 
2 C (து T Dri ச 2 6 (z—é) m+3 


mtl (AL) de 
Bre ey ere. 


Gefen (g) = 


~. தேற்றமானது n= ஈக்கு உண்மை ஆனால்‌ தேற்றமானது. 
= 1க்கு உண்மை, 


1 z . சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
க்கு அதே தேற்றம்‌ உண்மை, - net எல்லா நேர்‌ முழு 
வெண்‌ மதிப்புகளுக்குத்‌ தேற்றம்‌ உண்மை. I 
ர்‌ |n J) dz 
ka J (£) = ரகத்‌ Te (2+1) 


ri 


w 4.5. தேற்றம்‌ VI: டேலரின்‌ தேற்றம்‌ 


Lema! spe 7 (2) ஆனது ஒழுங்கானது என்றும்‌ [சர | = 
r (< த) என்றவாறு ச்‌ என்ற புள்ளி உண்டென்றும்‌ கொண்டால்‌ 


ரிது $ 
0 


an (¢ —a)» 
n= i 


Te 
இங்கு an = LA 
நிறுவல்‌ : | | 

r< <p என்றவாறு 2 என்ற புள்ளியை மையமாக வைத்து 
2” ஆரமுள்ள வட்டம்‌ C என்க, | | 


த? டன்‌ — ர. கர 
ates — த பவான னை த யக்‌: (ச்‌ a) : 


oa கரக ema ம (z—a)2 
(~a)? 1 | 
ji (=a ti (தத) 
- என்ற முற்றொருமையைக்‌ கருதுக, | 2 
: ஒவ்வொரு உறுப்பையும்‌, h-E) ஆல்‌ பெருக்கி ஜெச்‌ சுற்றித்‌ 
தொகை காணவும்‌ — தத. ட | | த 
F=f +f (a) (€—a) +f" (a) (£—a)? +... - 
த தனு fan} (௪). E படல்‌ R | . 
ன்‌ ப ல 


உட சேல OE 
"Tat பிசகு தி a 


பதை அடைவோம்‌. ' 


Ri ஆனது. டேலர்‌ மீதி எனப்படும்‌. ன்‌ மீது, | f(z) | < M 


: n i 
கட தட அ TM (VA க 
ப ள்‌ ழும்‌ ஈர்‌ Ge) ம எது 


ngë சாராத மாறிலி 7 Z றீ! என்பதால்‌ ட | Rn 20 ம 
ர an Sa)" ஆனது ஒருங்குகிறது. . ர. 
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ஒருங்கும்‌ தொகையானது ரீ (8) ஆகும்‌. தளம்‌ முழுமையும்‌ f (2) 
ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌, எல்லா ச்க்கும்‌ மேற்கண்ட f (£)ன்‌ 
யப உண்மையாகும்‌. | 


| கிளைத்தேற்றம்‌ 

| é—a| =r<por மீது | f(z) | ன்‌ மீப்பெருமம்‌ n (r) என்றால்‌, 
a 70 என்றால்‌ |an | < nr) என்பது உண்‌ 
உட G a து மை, 
நிறுவல்‌ | 

c என்ற வளைகோடு | z—a | =r என்றால்‌ 

| 1 4 a(t) nr 

|| = Imi (g—a)"+1 Pees =20) 


4-6. தேற்றம்‌ VII லியோவி (Liouville) தேற்றம்‌ தல்‌ 

ரீ தளம்‌ முழுமையிலும்‌ f(z) ஒழுங்காகவும்‌, |7(2) | <k 
என்றவாறும்‌ இருந்தால்‌ 7 (7) ஆனது மாறிலியாகும்‌. 

நிறுவல்‌ | | | | 

Zp % என்று யாதேனும்‌ இருபுள்ளிகளைக்‌ கருதுக. 2 மைய 

மாகவும்‌ 222 | ziza | என்றவாறு ஐ ஆரமாகவும்‌ உடைய G 

என்ற வட்டத்தை வரைக. (ன்‌ மீது 7 இருந்தால்‌ ee 

|| = Ph 

தேற்றம்‌ Meir படி .. | ; 
CA 

சிலி rai J Careers l) fleas 

f (axa) f(z) de , 

ப்‌ (e=) கதி 21] 


5 he e fox 


f lazalk, 
ட தத ee டட 


க 
=2 | ம] FA 


z is 9 ஜ நிலையாகக்‌. கொண்டு, PR ஐ க்கு அணுகவிட்டால்‌, 
LS (a1) -S( a) | 20 என்றாகும்‌; ட 2 
| ன தத்த. இச 
அதாவது f (4) ஆனது மாறிலியாகும்‌. 


64 | T es சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


AT. தேற்றம்‌ VOL லாரென்ட்‌ தேற்றம்‌ 


a என்ற புள்ளியை மையமாகவும்‌, pis fg ஐ ஆரங்களாகக்‌ 


கொண்டு முறையே இரு வட்டங்கள்‌ Cy, டேஜ வரைக. நற்‌ 
என்க. 7(2) ஆனது Cy, (மீதும்‌, Cy, Cy ஆல்‌ ஆன ae 
திலும்‌ ப்‌ தாக இருந்‌ ee 


A 3 an(é—a) 3+ z b n (6-2 


ச்‌ என்பது வளையத்துள்‌ Eitan ஒரு புள்ளி; கெழுக்கள்‌ ans 
. bn என்பன. | 


ewes (Loe 2 டிட்‌. மிப க 
ri (௮). att” Qari J (g—a)y—ati 
நிறுவல்‌ 

டேன்‌ யாதேனும்‌. ஒரு புள்ளியிலிருந்து Cay தேனும்‌ ஒரு 
புள்‌ ளிக்கு இணைக்கும்‌ குறுக்கு வெட்டியை அமைக்க, ae நாம்‌ 
பெறுவது 


டக Let 
JES து = Je 
| Cy 
இப்போது 
L > ] -a T As 
எ at சண T + Coon 8) 
1 a =a (z-ap 1 


“கச சச aap Ft 


என்ற உ முந்திறருமைகளாக்‌. கருதவும்‌. 


HELE = nee aera 


r=o0 : 
PISTE ன ப | 
-z es ee bt (E-ayr+-Qn 
Cy cae ae 


2 


(€—a)" (€-z) 


ட்ப 


என்பதில்‌ 


702082 Suk, easel 
p= les a (J-E) 


a சத | 
ent rr 2a GE 


அரக 
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Pa என்பது டேலர்‌ தேற்றத்து மீதியாகும்‌ தேற்றம்‌ VI ன்‌ படி 
lim | 
717௮௦ 


| Pn | = 0 zero 


k 


மேலும்‌ 
ப்ப {Ey ee 


2 


2 Tea 
TA (2) a On? 


2a ப] a—Pg 
என்பதில்‌ | 
: ra [fe 
ன்‌ மீது | 7 (4) . <n! 
P< என்பதால்‌, | Lin | On = 


N—> © 


fi (2-5 an(€—a)® 


A= > bn (Ea) என்க. 


FS (Efe (8) என்றெழுதினால்‌ 
i P< |£-a| <Piக்கு f (2) ஆனது நெருங்குகிறது. 


ஃ 71 (8) ஆனது ஒழுங்கானது. மேலும்‌ | £-| < Piè fa 
- (68) ஆனது ஒருங்குகிறது. fol) ஆனது ஒழுங்கானது. ம்‌ 
| £2) 2 சக்கு fa (ச) ஆனது ஒருங்குகிறது. 


4.8. பூச்சியங்க ளும்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளி களும்‌ (Zeros and 1 Sengularities 


கொடுக்கப்பட்ட அரங்கம்‌ "D" ev `S (2) ஆனது ஒழுங்கானதாக i 
இருந்தால்‌,றன்‌ எந்தப்புள்ளி f=a இடத்து 7(2)ஐ டேலர்‌ 
க்குப்‌ விரிக்கலாம்‌ என்று கண்டோம்‌. ; 

à (0-2 2 (7-2) என்றும்‌ கண்டோம்‌. 

ag = ay = ay == ossosa ene — m=i = 0, a m0. என்றால்‌, டேலர்‌ 

விரித்தலில்‌ ஈட (f—a)™ என்பது முதல்‌ உறுப்பாகும்‌. இவ்வகையில்‌ 

fra என்றவிடத்து m. வரிசையுள்ள ங்கள்‌ ரீ (£)க்கு இருக்கிறது 

என்போம்‌, 
சில்‌ 


eo | ...... சிக்கலெண்களின்‌. தத்துவம்‌. 


o Jb என்றவிடத்து f(z) ஒழுங்கற்றது, எனில்‌ f (2) க்கு. 
அப்புள்‌ ளியானது சிறப்புப்புள்ளி என்று சொல்லுவோம்‌, 


ஒரு அரங்கம்‌ "Dish தனித்த மடிப்புப்புள்ளி 7-௪ ஐத்‌ தவிர 
மற்றெல்லாவிடத்து f(f) ஆனது ஒழுங்கானது என்க. அப்போது, . 
ஜே மையமாக வைத்து இரு. ஒருமைய வட்டங்கள்‌ மயினுள்ளேயே. 
இருக்குமாறு வரையலாம்‌. சிறிய வட்டத்தின்‌ ஆரம்‌ Py ஆனது 
தமக்கு விருப்பம்போல்‌ மிகச்‌ சிறியதாக வைத்துக்கொள்ளலாம்‌. . 

பெரிய வட்டத்தின்‌ ஆரம்‌ Py ஆனது' நமது. விருப்பம்போல்‌ 
மிகப்‌ பெரியதாக வைத்துக்கொள்ளலாம்‌, ஆனால்‌ இவ்வட்டம்‌ றல்‌ 
முழுமையாக உள்ளே இருக்கவேண்டும்‌. இவ்விருவட்டங்களின்‌. 
இடையே உள்ள வளையத்துள்‌ J (Zmd கீழ்க்கண்ட லாரென்ட்‌ 
விரித்தல்‌ உண்டு; . . 8 a nea 


(= È a (Z—a)p ai bal = aya ட | 


வலதுபக்கத்து இரண்டாவது உறுப்புக்கு, 8-8 இடத்து f (ஏன்‌ 


தலையாய பாகம்‌ (principal part) என்று பெயர்‌, 
b m0, bnti = bnu+o=...=0 


என்றாகலாம்‌. இவ்வகையில்‌ தலையாயபாகமானது 


A, 


b த Din க்‌ . 
ம்‌ a + = ea) me என்ற முடிவுள்ள 


- தொடராகும்‌, மடிப்புப்புள்ளி 2௫௫ ஆனது. நீ ன்‌“ வரிசையுள்ள 


கம்பம்‌?” (pole of order m) எனப்படும்‌, 2 சன்‌. கெழுவான்து 
கம்பம்‌ a இடத்து f (ஓன்‌ எச்சம்‌ (residue) எனப்படும்‌. இக்‌. 


கம்பத்தின்‌ வரிசை! என்றால்‌, 4, =% (0) F E) தலையாய பாக்‌' 


மானது முடிவில்லா த  தொடரானால்‌, மடிப்புக்கு l “தனித்த முக்கிய ்‌ 
சிறப்பு?” (isolated essential singularity) டி 


என்று பெயர்‌ : ஈ3 


ty 
a 


கீழ்க்கண்டவை கவனிக்கத்தக்கவை? 2 - ம்‌ 
1.2 என்பதை f(z) என்ற சார்பு பலனின்‌ பூஜ்யமாகுக... என்‌ 
சுற்றுவட்டாரத்தில்‌ f (2) க்கு. வேறு 'பூஜ்யப்புள்ளிகள்‌ இல்லை 
யென்றால்‌ 2 என்பதின்‌ அண்மை. (சுற்று வட்டாரம்‌). என்று . 
கூறலாம்‌, .... | : த. எ. 


bea <P என்ற அண்மையில்‌ (2). Agira ..... 
o அப்போது f(z)=(¢—a)™ $ (z) என்றெழுதலாம்‌, . 


k 
` 


- 
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ம்‌ (a)=am என்பதால்‌ 0(4) த 
2 (0) 2௦ என்க. 
ட்‌ (59) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பென்றால்‌ | ஓ (Z)— -ġ OLR 
nus c Poron | z-a| 48 என்ற பகுதி இருக்கிறது. — 
| 2-2 | <8 என்றால்‌ 
RON >= 1(16(2)1-[6(2)- 21) 1214] 
[| < 8ல்‌ $(z)#0 


(2) za என்பது ரீ (ஒன்‌ m வரிசையுள்ள கம்பம்‌ என்க. 
அப்போது லாரென்ட்தேற்றம்‌ வழி கம்பத்தின்‌ வரை இலக்கணப்படி 
“கம்பங்கள்‌ தனித்தவை”” என்ற கூற்று உண்மையாகும்‌. ஏனெனில்‌ 
z=a mu மையமாகக்கொண்டு, ஆவை ஆரமாகவுடைய சிறிய 
வட்டமானது Py, Pa ஆரங்களுடைய வட்டங்களிடையே உள்ள 
வளையத்தையுடைய . அரங்கம்‌ மில்‌ ஒரே ஒரு l சிறப்பைக்‌ 
கொண்டுள்ளது. É 


(3) z=a என்றவிடத்து 7£(69க்குத்‌ துருவம்‌ உண்டானால்‌ எந்த 


Li 
goa [40201 ௬௪, 


வகையிலும்‌ 


ஏனெனில்‌, கம்பமான து m வரிசையெனில்‌ — 

f (z) = (g-ay™ {mtb mel (2-0) +. ot i (= ல்‌ n- tes 
T oF ட ப்‌ Am}; 2 m #0 என்பதால்‌ f (4) lena லு, 

(க ஆனது | £-2| “மில்‌ ஒழூங்கானது 


மு bm ( +0) 


ஃ (ன்படி |8(2) | 27 | bm | என்றவாறு | z—a | <3 | 
என்னும்‌ கம்பத்தைச்‌ சுற்றிய அண்மையைக்காணலாம்‌. 


ics 1702 127 | bin | z= வ 
த்‌ 1721 ஐ, எந்த வழியிலாவது... 
4.9. பூச்சியங்கள்‌, துருவங்களின்‌ எல்லேப்புள்ளிகள்‌ Limiting 
points of zeros and poles) | 


ற அரங்கில்‌ ஒழுங்கான சார்பு ன்‌ பூச்சிய்ங்களின்‌" ஓழுங்கு. ள்‌ 


வரிசை Ay 90 ன்‌ ௧, ன்‌ ஒரு அகத்துப்புள்ளி 2௪ ௨. ஆனது . 


இவ்வொழுங்குவரிசையின்‌ எல்லைப்புள்ளி என்க, 2=ஃன்‌ அண்மை — 
யில்‌. பூச்சியங்களைக்கொண்ட. சார்பு FH, ஆனது. ட ப்‌ ட 


68: சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ . 


யுள்ளதால்‌, 7(2)-0. ஆனால்‌ = ஆனது ரீ (4) க்குப்‌ பூச்சிய 
மாகாது. ட்‌ (1)ல்‌ பூச்சியங்கள்‌ தனித்தவையென நிறுவி 
னோம்‌. ர) | 

குறிப்பு : ன்‌ a என்பது f (2) oor ஒழுங்கானபுள்ளி யெனின்‌ ` 
8ன்‌ அண்மையிலுள்ள புள்ளிகளில்‌ 7(2)-0 ஆகும்‌. 

(2) 7(60க்கு ௨ என்பது ஒழுங்கானபுள்ளி இல்லையென்றால்‌. 
அந்தப்புள்ளி f(z) என்ற சார்பலனுக்கு தனித்த முக்கிய சிறப்புப்‌ 
புள்ளி (isolated essential singular point) யாகும்‌, 

மில்‌ f(z)#0 என்றால்‌ z=a ஆனது சிறப்பு ஆகவேண்டும்‌. 
இந்த சிறப்பு தனித்தது ஆகவேண்டும்‌. ஆனால்‌ இது கம்பம்‌ அல்ல; 
ஏனெனில்‌ எந்த வழியிலும்‌ z ஆனது உவை அணுக | f(z) | ஆனது 
ஐஐ அணுகாது. ஆகையால்‌ பூச்சியங்களின்‌ எல்லைப்புள்ளியானது 

()ன்‌ தனித்த முக்கிய சிறப்பு ஆகவேண்டும்‌. 

மல்‌ ஐ எல்லைப்புள்‌ ளியாகக்கொண்ட முடிவில்லாத எண்ணிக்‌ 
கையுள்ள சிறப்புகள்‌ 61, Cyl, என்ற புள்ளிகளைத்‌ தவிர்த்த மற்ற 
புள்ளிகளிடத்து 7) ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌ y ஆனது 
. ஏ சன்‌ சிறப்பு ஆகும்‌. ஏனெனில்‌ ரன்‌ அண்மையில்‌ f(z) ஆனது 
வரம்பற்றது. y ஆனது தனித்தது அல்ல என்பதால்‌ அப்புள்ளி 


கம்பமாகது, இத்தகைய சிறப்பை : தனித்தது அற்ற oe 
சிறப்பு”? (non isolated essential singularity) என்போம்‌. - 


| பண்‌ : 
8-0. என்பது uf! = ன்‌ தீனித்த ர. சிறப்புப்‌” புள்ளி 


ஆகும்‌. இது, io (n= +1, E2.. வ. என்ற 'பூச்சியங்களின்‌ - 
எல்லைப்புள்ளி ஆகும்‌, ச 13...) என்ற புள்ளி 


களிடத்து tan (=) க்குக்‌ கம்பங்கள்‌: உள்ளன. . ஆதலால்‌ கம்பங்‌ 


களின்‌ எல்லைப்புள்ளி. 2-0 ஆனது ** தனித்தது அற்ற முக்கிய 
சிறப்புப்புள்ளி”” ஆகும்‌. 


மீரோ சார்புகளின்‌ துருவங்களும்‌, பூச்சியங்களும்‌ 
(Poles and zeros of meromorphic Tne) 
்‌ வரை இலக்கணம்‌ : | 


தளத்தின்‌ முடிவுள்ள. பகுதியில்‌ உள்ள கம்பங்கள்‌ மட்டுமே 
சிறப்புப்புள்ளிகளாகக்‌ கொண்டுள்ள சார்பு J (4)கு ட்டு beh 
(meromorphic fns) என்று பெயர்‌, ப 


தேற்றம்‌: 


ச்ச 
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மூடிய உருவரை (ன்‌ உள்ளே F ஆனது மீரோ சார்பு 
என்றும்‌, அவ்வுருவரையின்‌ மீது எந்தப்‌ னைத அபல 
என்றும்‌ கொண்டால்‌ 
இத இத்த இட்ட க்க 
பப்படம்‌ = P (I 
Ini č 1 வ 


இங்கே என்பது Cor உள்ளே பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கையும்‌, . 
2 என்பது ன்‌ உள்ளே கம்பங்களின்‌ எண்ணிக்கையையும்‌ குறிப்‌ 
பான "Mm" வரிசை உள்ள கம்பம்‌ அல்லது பூச்சியமானது "m" தடவை 


கள்‌ எண்ணப்படவேண்டும்‌. 


நிறுவல்‌ : 
= என்பது "m வரிசையுள்ள பூச்சியம்‌ என்க. அப்போது 


_ தரன்‌ அண்மையில்‌ f(z)=(z—a)® > (2). 


ற்‌ (2)*0, ம்‌ (4) ஆனது ஒழுங்கானசார்பு. 
டர 42) (z) 
' fz) ~ z-a ' $2) 


$' (2) _ தக்‌ 
ந்‌ (z) (z) என்பது 4-4 2 இடத்து ஒழுங்கானது என்பதால்‌ Fiz yo 


. = இடத்து "m" எச்சம்‌ உடைய ஒரு வரிசை உடைய கம்பம்‌ 
- உள்ளது. இதுபோல்‌ z=) என்பது k வரிசையுடைய துருவம்‌ 


என்றால்‌, 2-0 இடத்து-4 எச்சமுடைய ஒரு வரிசை உடைய 
கம்பம்‌ உள்ளது. தேற்றம்‌ [letting © ௨-3 k=N-~P 
(ல்‌ f(z) ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌ P= 
Pode ப (இ 
Ted த 702 dz=N 
i -a log மல என்பதால்‌ 
AS (z) 
S 


இங்கே, உருவரை (ஐச்‌ சுற்றி ie மாற்றத்தை Ac ‘ene 
கிறது. ஆரம்பத்தில்‌ எடுத்துக்கொண்ட ம கின்‌ கட்‌ 
“பற்றி கவலை இல்லை. . 
log 7 (z)=log | f (2) | m arg f (2) என்பதாலும்‌. 
log | f(z) | ஆனது ஒரு மதிப்புச்‌ சார்பு என்பதாலும்‌ . 


wae As arg f (2) 


ue 


84 > Ae log f (2) 


n ES: Š ee | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


இந்த வாய்ப்பாட்டுக்குச்‌ ii மாறித்தத்துவம்‌ பட்டு | 


of argument) என்று பெயர்‌. 


4-10. .ருஷெஸ்‌ தேற்றம்‌ (Rouche’s Theorem): Sg oe D 
்‌ மூடிய உருவரை Cor மீதும்‌ உள்ளும்‌ f(z), g (2) என்ற” சார்‌ 
புகள்‌ ஒழுங்கானவையென்றும்‌ (ன்‌ மீது | g(z)| <1 f(z) | 


aa 


_ என்றும்‌ கொண்டால்‌, Coir உள்ளே 7ீ(௮ம்‌: f(z) + து ல்‌ o 


எண்ணிக்கையுள்ள இரதம்‌ ty Hen: 


நிறுவல்‌ : 


| 411. உச்ச குணக தத்துவம்‌ (The Maximum - Modules. 


ரீ (கக்கும்‌, f (2) +g (2) க்கும்‌ ன்‌ மீது பூச்சியம்‌ இல்லை. 


J ன்‌ பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கை என்றும்‌, ரீ (2-௪ ன்‌, 
f ட... எண்ணிக்கை N' என்றும்‌ கொண்டால்‌, ' 


2QaN= A, arg f 
Ir N' = A, arg PEA 
= Acargf + Ac arg (1 Fan 


Jel [ரீ] என்பதால்‌, w = 1 + gif என்ற ய்ள்ளியானது 


௮௬ 1ஐ மையமாகக்‌' கொண்டும்‌, 1ஐ ஆரமாகக்‌ கொண்டும்‌ 
வரையப்பட்ட. வட்டத்தின்‌ உள்ளே இருக்கிறது. 


w = perf என்றால்‌ ந்‌ ஆனது — கடக்கும்‌ + sae 


இடையே தான்‌ எப்போதும்‌ இருக்கிறது. ©. ரீ ஆனது ஜே வரையும்‌ - 


போது arg (1--2/7) -ற்‌ என்பது Se aati ஆரம்ப மதிப்புக்கே 
திரும்புகிறது. sr மடங்காக ர்‌ ஆனது ஏருது அல்லது இறங்‌ 
காது ப்‌ Ac arg (1 + g/f) = 0 l 

ஃ பேரி = Avargf=2aN 

SN EN an 


Principle). .. 
தேற்றம்‌ : 
மூடிய உருவரை (ன்‌ மீதும்‌ உள்ளும்‌ f (2) ஆனது ஒழுங்கா 


ட னது என்றால்‌, ன்‌ அகத்துப்‌ புள்ளி ஒன்றிலேயும்‌ இல்லாமல்‌ ன்‌ 


எல்லை மீது உச்ச மதிப்பை அடைகின்றது. 


துணைத்தேற்றம்‌ : 


b 


— f $ (x) dx = த.” 2 (x) =p என்றாகும்‌. 


a 


Bees வல்‌ அர 
டட (*) தொடர்ச்சியான i தென்றும்‌, ழ்‌ (x) < K என்றும்‌ 
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நிறுவல்‌ 8 
ழ்‌ (#1) < K என்க. 
(x) < ம என்றவாறு (%i— 3, + D) « என்றவாறு இடை 
வெளி இருக்கின்றது. 
b 
. [ pdr = 28 (Ke) + 0-2-204 
a | : bgt acta, 
அதாவது < 0- —)K-286 
: இது fe a ds = Kக்கு. எதிர்‌ மறுப்பு. ஆகையால்‌ ஓ (x) = 
a த wee l 


i 


தேற்றம்‌ : 
ல்க இல்லளன்க்‌ ன்‌ மீது | f(z) |< M என்‌ 
ரூல்‌, என்‌. உள்ளே இருக்கும்‌ அரங்கம்‌ றன்‌ எல்லா அகத்துப்‌ புள்ளி 
o களிடத்து. | ட i < M. 709 டத ட்டது எல்லாப்‌ புள்ளி 
am par IR = M. i 


நிறுவல்‌ : | 
..... அரங்கம்‌ ல்‌ fo என்ற ஒரு. அகத்துப்புள்ளியிடத்து Lf @) [ன்‌ 
மதிப்பானது குறைந்தபட்சம்‌ வேறெந்தப்புள்ளியிடத்து | SC) | or 
மதிப்புக்குச்‌ சமம்‌ என்க. றன்‌ உள்ளே முழுமையாக இருக்குமாறு 
Zo B மையமாக கொண்ட வட்டம்‌ 1' என்க. தேற்றம்‌ 111ன்‌ படி 


ட்டி (2) d ச 
க்கப்‌ Zari fide oe > (2) 


Pin மம்‌ ரி சார்புகள்‌ | 
2r 


கக] 2 தி ey 


என்றவாறு எழுதலாம்‌. A 


ee tae ... சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


ஆனால்‌ தேற்றப்படி p < 1 

துணைத்‌ தேற்றப்படி நீ = | ie Whe நல்‌ ean 

(அன்‌ ட” பதி (real part) ஐ எடுத்துக்கொண்டால்‌ 
Om த 1, க்‌ 

| = ரவு ட்‌ ரி do 


2 னைத்து cos ரி = A 
மன்‌ மீது f(z) = f (2o) 


Tor மீது எந்தப்‌ புள்ளி "a" இடத்தும்‌ f (2) ஆனது மாறிலி 
யாதலால்‌, டேலர்‌ தேற்றப்படி f (2) ஆனது சன்‌ ஒரு அண்மையில்‌ 
மாறிலி ஆகும்‌: 2 பகுதிச்‌ சார்புத்‌: தொடர்ச்சியின்படி (analytical 
continuation) ன்‌ மீதும்‌, உள்ளும்‌ f ஸி ஆனது எல்லரப்‌ புள்ளி 
களிடத்தும்‌ மாறிலி ஆகும்‌, 


'இசைச்சார்புகளுக்கு ஒத்த தேற்றம்‌ : F 24 
«Dy, Da என்ற அரங்கங்களில்‌ ரீ; (2), fo (2) ) என்ற சார்பலன்கள்‌ 
ஓழுங்கானவை என்க. Dy, Da அரங்கங்களின்‌ பொதுப்‌ பகுதியில்‌ 

Salz) = fa (z) என்றால்‌, fa (z) என்ற சார்பலன்‌, Da அரங்கில்‌, fy (5) 


என்ற சார்பலனின்‌ பகுதிச்சார்புத்‌ தொடர்ச்சி (analytic c onan 
l tion) என்போம்‌. 


ஒரு பகுதியில்‌ இசையாக இருக்கும்‌ ஒரு சார்புக்கு ம்‌ 
function) அடிப்‌ , அகத்துப்புள்ளியிடத்து - டடம. 
is இருக்காது. | 


மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌: 
[க] < Raf ஆனது ஒழுங்காக ides. O<rer 


என்றால்‌, KA) ஆனது 7 (atre ி)ன்‌ ore TROY 
aa , ட்‌ 


ர ரர சதல 
T] z—4 | மில்‌. fy ஆனது ர என்றதால்‌; 


[z= al =r (r< R)லும்‌ ஒழுங்கானது | z— a | =r oan 
வ்‌ Ff) es டேலர்‌ தொடராக விரிக்கலரம்‌. 


- அதாவது (2) = - 2 am (a 
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tes) ல்‌ x - 6 
= am (e 
0 


FẸ = 2 Bim 70 (em 
Qe ர ji 
இப்போது Paes ae T ier DT - {x கண்‌ aaa tay 
2r 


R- 
1 Ao. de 
7 (8-2 1.3 ae 


= fid + fie டு FR de = 
a (₹- a)? Wed Č ்‌ ட்டு 


=y a "f arih) + Ferd + flatret) ர்‌ 


ya ei 
ar 2 Real பபச) ip 
1. f° ea a re i 
ee தா்‌ து. es 
6 | 


Se as 

oe Men: அமி 
oe வர if, 
ர வட. 


ப யர 


ட eS | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


wa 2, re ஆனது |z] <Rரக்கு ஒழுங்கானது. | a| <R<R 
என்றால்‌ 


271 இ ட்‌ (R2— za) 


என நிற்க்க! இங்கே என்பது | z| =R என்ற வட்டம்‌:0<ர<R 
என்றால்‌ | 
29 


x 1 : ட of (Re) 
tb o rs a Rer க ப... 
J (re) =n J R2 ee (9-9) +9? dọ 


என்ற பாய்ஸான்‌ (Poission) வாய்ப்பாட்டையும்‌ இதிலிருந் ந்து நிறுவுக, 
கோஷியின்‌ அண்ட வாய்ப்ப அய, 


(0 76 = lf fle) de 


2௭3 — 
Tg (6 Ay 


| z | =R என்ற வட்டத்தைப்‌ ன்‌ ரன்‌ ன மாற்றுப்‌ 
a 
ce ஆன Z, வட்டத்தின்‌ வெளியே இருக்கிறது. 


GRES ai Tad 
(4) aes amt Z~— (23/2) 


(1) = (2) sete 


2 ) i 
Fi = உட Tra =a) a f(a) de 


Ve. Do Raa f (2) dg 
© 27i ௮ (2-௮) 


இங்கே கரலி ; தகழி என்றல்‌ ட... - 
டன) = Lf (Ri—reld reih) f (RD) SRS dg 
c ர்க்‌ (Reo) (RR a *) 
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27 
ம்‌. | Rire f மனி) db 
து கதி, (R=re i0- 
எத லத ளு 
க lie f 87 மலி) dọ 
2r Ra 
O | 
38, 


2117 cos (8 — $) +r? 
| z—a | =R என்ற. o (ன்‌ உள்ளே 7(2) ஆனது 
ஒழுங்கானதென்றும்‌, ன்‌ மீது | ரீ (& 


[லக ட்‌ 


) | <M என்றும்‌ கொண்டால்‌ 


Ra 
| | 73 (faz 
nig) = — earn ne 
ர (ee இரப்ப. 
RS | 9 எ 4 f (g—a)o+t 
ன்‌ C a . 
_ ௩... புரவு (வ 
[27i] ienaat 
n M f 
ga see dz 
Dq Rati c | | 
2 ௪ 11 
g= Re. 
ண வதரி 
2௭ ்‌ 21 கீரி 
\n A 
அரம்‌ gapi? TR 
T 


4. கந்தழியைத்‌ தவிர மற்றெல்லாவிடத்தும்‌ f (2) ஆனது 
எனக்‌ காண்பிக்க, 


ஒழுங்கானதென்றும்‌, கந்தழியிடத்து ரீ (ன்‌ துருவம்‌ ௩. வரிசை 


என்றும்‌, கொண்டால்‌ f (2) ஆனது n கடத்து பல்லுறுப்பு 


es விர்தலைக்‌ காண்க, 


76... | s EE | சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
நிறுவல்‌: ட்‌ | | s: 

முடிவுள்ள தள oe" J ( 2) ஆனது ஒழுங்கானது ள்ன்க; டேலர்‌ 
தேற்றப்படி - ரவி த்‌ ல்‌ 

Os (2) = ao + ag + ag? Fe ரன்‌, இங்கே க்குப்‌ 
“பதில்‌ சப்‌ பிரதியிட்டால்‌ 

ல 1 eee. 
டட =F (4) = 4 Boy Go 
one” E7 அயன +e 

/ ஆனது ஒழுங்கானது. ஆதலால்‌ ஞ்‌ (£)ம்‌ த்க்‌ z=% 


இடத்து f (₹)க்கு ௩ வரிசையுள்ள துருவம்‌ உள்ளதால்‌ P(E சிக்கு £=0 
இடத்து n வரிசையுள்ள துருவம்‌ உள்ளது. 


Peris 


(10ல்‌ முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புகளே 
உள்ளன. .. n, ச i 
ay an 


Sofa) = apt az + க re டன்‌ an 2". 
ரீ) ஆனது n அடுக்குள்ள பல்லுறுப்பு... 


பயிற்சி 


a ஒரு விகித Ho சார்புக்குத்‌ துருவங்களைத்‌ தவிர. வேறெந்த மடிப்பு 
களும்‌ இல்லையென நிறுவுக, 
இ ரன்‌ முடிவுள்ள மதிப்புகளுக்கு / (2) ஆனது ஒழுங்கானது என்றும்‌, 
|) [901 ௨4(] 21%) என்றும்‌ கொண்டால்‌ ரீ (2) ஆனது 
k அல்லது ன்‌ குறைவான அடுக்குள்ள பல்லுறுப்பு என நிறுவுக. 


{z= 2). (2+2) oop 
jel <1š க (ZH CFE fan] விரிக்க, 
9 z8 
(4) eee. செல்லுபடியாகும்‌ fz வ்‌, sr டேலர்‌ 


2142 


௫ || அரக்கு 
காண்க. 
(6) 2௬௨ இடத்து சக்கு தனித்த முக்கிய மடிப்பு இருக்கிறது என Boia. 
(7) ௪1/23 க்கு மடிப்புகளே இல்லையென நிறுவுக, | 


ர ன்‌ டேலர்‌. அல்லது லாரென்ட்‌ விரிதலைக ni 


fo (8). a >e என்றால்‌ ரூஷெஸ்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி, lal: zn SIR 
7 வட்டத்துள்‌ ez=az& n மூலங்கள்‌ ee நிறுவுக, T 
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நிறுவல்‌ : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு azn—ez=0, f (z)=a zn என்னும்‌, g (z)=—e2 
என்றும்‌ கொள்க. l 

|z| 51 என்பது ததன்‌ என்‌ உள்ளும்‌ மேலும்‌ 7(2)ம்‌ g னு ஒழுங்‌ 
கானவை. 
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5. எச்சங்களின்‌ நுண்கணிதம்‌ 
(The Calculus of Residues) 


5.1. எச்சங்களின்‌ நுண்கணிதம்‌ (The Calculus of Residues} 


| 3 ன்‌ Z=a என்பது / இன்‌ கம்பம்‌ என்றால்‌ ரீ (ன்‌ லாரென்ட்‌. l 
ரித்தலில்‌ — யப கெழு ஆனது கம்பம்‌ z=a இடத்து ஏ ன்‌ 


எச்சம்‌ என்ற வரைய்றுத்தொம்‌.. 
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Lan (z— பதக அது Sin Ge 2)-1. என்றும்‌ கண்டோம்‌ z=a 
0 l 


என்பது . ஒரு வரய. கம்பமெனின்‌ எச்சம்‌ bi ஆனது 
Hi {(z—a) f(z)} என்றவாறு. கணிக்கப்பட வேண்டும்‌ 
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“மூடிய ட ன்‌ உள்ளே தன ஒன்றுதான்‌ J (ன்‌ 
மடிப்பு என்றும்‌, ட Ja dz க்கு ல்‌ உண்டென்றும்‌ 


| கொண்டால்‌, o 22a இடத்து “fF (2) )ன்‌ எச்சம்‌ ** 
என்றும்‌ எச்சத்தை வரையறுக்கலாம்‌. 


5.2. | தேற்றம்‌ 1. கோசியின்‌ எச்சத்‌ தேற்றம்‌ (Cauchy? s Residue 
ன ச Theorem) 


ன்‌ உள்ளே முடிவுள்ள பகவ ர கம்பங்களை . 
மட்டும்‌ தவிர்த்து, பன்‌ மீதும்‌ 1 ஆனது. ஒழுங்‌ 


எச்சங்களின்‌ 'நுண்கணிதம்‌ சு. 


கானது என்க. Cor உள்ளே ரீ (ன்‌ கம்பங்களிடத்து எச்சங்‌ 
களின்‌ கூட்டுத்தொகையை E R என்று குறியிட்டால்‌ . 
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நிறுவல்‌ : து | 
டேன்‌ உள்ளே ம்‌, %...%, என்பவை எண்ணிக்கை n உள்ள 

கம்பங்கள்‌ என்க, | : | 
ன்‌ உள்ளே அமைந்தவாறும்‌. ஒன்றுக்கொன்று வெட்டிக்‌ 
கொள்ளர்தனவாயும்‌, “ட? ஜ மையமாகவும்‌ £0”? நீளம்‌ ஆர 
முடையதாகவும்‌ வட்டங்கள்‌ வரைக. க்கும்‌, சிறு வட்டங்கள்‌ 
உக்கும்‌ இடையே உள்ள பகுதியில்‌ 7/2) ஆனது நிச்சியமாய்‌ 
ஒழுங்கானவையாய்‌ உள்ளது. சிறுவட்டங்கள்‌ ராம்‌, இவற்றைச்‌ 
சேர்க்கும்‌ பல்கோணம்‌ 2ம்‌ உடைய உருவமாக Cap உருக்குலைக்க - 
லாம்‌ (deform) இதை விளக்கும்‌ படம்‌ கீழே இருக்குமாறு 


n 


[rouse froi By [rd 


டம. 
ர] {fede 
ஏனெனில்‌ ன்‌ உள்ளும்‌ மேலும்‌, f(z) ஆனது ஒழுங்கானதாய்‌ 
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மாகிறது. ட்டு தானத்‌ 
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80 .... சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌: 
௩, ஆனது m வரிசையுள்‌ ள கம்பமாதலால்‌, 
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Jfe d= ae 1 Te eT 


fre nae டி என்றால்‌, ர ஆனது 0 ake 27 வரை மாறு 
கிறது, ஏனெனில்‌ புள்ளி 7 ஆனது வட்டம்‌. ஏர ஐ ஒரு முறை 
முழுமையாகச்‌ சுற்றுகிறது. 
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எல்லையின்‌ வரை இலக்கணப்படி 
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கிளைத்தேற்றம்‌ : 
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5.4. ஒரு நீள ஆரம்‌ உடைய வட்டத்தைச்‌ சுற்றி தொகையிடல்‌ 
(Integration Round the Unit Circle) 
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சி 


82 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 
மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ : 
27 
cos § க ; 
(1) f e cos (sin —n9)dd = ப்‌ நேர்‌ முழுவெண்‌) 
` n 
0 ன 


என நிறுவுக, 
நிறுவல்‌ : 
27 
i= f 2 COS 0 [cos (sia ர்‌-ஈ0) +i sin (sin G—n 0) a0] 
F | | | 
ஐக்‌ கருதுக. 
தல்‌ 4 a 
2 ர்‌ 2 0088 ,2(sind—n8) 79 
‘ | 
2 


=f 2 (COS +i sinb, gino d g 
0 ; 2 


i dz 
e 105 என்றால்‌ சீரி = a 
a த்‌ d 1 GE es int f ež 
க்கி த வ 
என்பதில்‌ C என்பது |z] -1 என்ற வட்டம்‌ ன்‌ உள்ளே இருக்‌ 


கும்‌ ஒரே கம்பமானது (n+l) வரிசையுள்ள 4-9 என்ற புள்ளி 

ஆகும்‌. . a fe 5 
ig கயா ட oP ப பு இ 
சம இடத்து எச்சம்‌ 1-ம்‌ ட டட 


c கோசியின்‌. எச்சத்தேற்றப்படி 
த ae 
[= 2r iX க K 


எச்சங்களின்‌ நுண்கணிதம்‌ | 83 l 


2r 
Z f go 9 [cos (sind —n ரி) +isin (sin @—n@)] 4 ரி 
0 


one yn 


— 


2ஈ | 
i f e 980 (sin f —nf) dd =——— 
0 | 
Qa 
di 2 
Q+cosf ,/8. 
P 3 


27 


2. எனக்‌ காண்பிக்க. 
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Origin 
Orthocentre 


Parabola 


Point at Infinity 


Poisson Formula 

Pole 

Pole of order m 

Polar Coordinates 
Positive Number 
Principal Part 
Principle of Argument 


Radius Vector . 
Rational Function | 
Real Axis ரக 
Real Number 

Real Part. - 
Rectangular Hyperbola 
Rectifiable Curve 
Reflexion க 
Regular Function 
Residue 

Root 

Rotation 

Rouche’s Theorem 


Sense of Rotation 
Sequence 
Set 

Similarity 
Similar and Similarly Placed 


Simple Pole 


Singularity — 
_ Singular Point 


 Taylor’s Theorem | 


| Uniform Continuity 


Upper Bound 


இ ர டாட இடு இடு rI ரு 


இரை iil 


$ F யர È 
i foo, ; Fi Pa k gE, a 
4 ட ௩, Citai n a] Ej ge, m KO பி 


சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 


ஆதி 
செங்குத்து. மையம்‌ 


பரவளைவு 
கந்தழிப்‌ புள்ளி 


. பாயஸான்‌ வாய்ப்பாடு 


துருவம்‌, கம்பம்‌ 
‘m’ வரிசையுள்ள கம்பம்‌ 
கோண அச்சு 
மிகை யெண்‌, நிறை யெண்‌ 
தலையாய பாகம்‌ 

மாதிரித்‌ தத்துவம்‌ 


ஆரைத்‌ திசை 
விகிதமுறு சார்பு 

மெய்‌ அச்சு 

மெய்‌ எண்‌ 

மெய்ப்‌ பகுதி 

செவ்வக அதிபரவளைவு 
நீளம்‌ காணும்‌ வளைகோடு 
பிரதி பிம்பம்‌, எதிருருவம்‌ 
ஒழுங்கான சார்பலன்‌ 
எச்சம்‌ 

மூலம்‌ 

சுழற்சி மாற்றம்‌ 
ரூஷோவின்‌ தேற்றம்‌ 


திரும்பும்‌ திசை 


ஒழுங்கு வரிசை 

கணம்‌ 

வடிவொத்தம்‌ 

வடிவொத்ததும்‌ ஒரே மாதிரி 
வைக்கப்பட்ட தும்‌ 


ஒரு வரிசையுள்ள கம்பம்‌ 
சிறப்புப்‌ புள்ளி 
சிறப்புப்‌ புள்ளிகள்‌ 


டேலரின்‌ தேற்றம்‌ 


சீரான தொடர்ச்சி 
மேல்‌ எல்லை 


Se es 


